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DR. L. JANSSEN 4. Ubung (Besprechung: 11.-13.11.19)

1. Gauf3’sches Wellenpaket

Betrachten Sie die komplexe Wellenfunktion W(z,t) in einer raumlichen Dimension als
Funktion der Koordinate x und der Zeit t. Zur Zeit t = 0 ist sie gegeben durch
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Das Betragsquadrat der Wellenfunktion |¥(z,t = 0)]?, also die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung entlang der x-Achse zum Zeitpunkt ¢t = 0, ist gerade ein Gauf3’sche Normalver-
teilung, so dass [*° dz|¥(z,t = 0)> =1 gilt.

U(z,t=0)= ePor/he =32 (1)

(a) Berechnen Sie die Erwartungswerte (), (2%); und (p); zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit
der Definition (O), = [ da¥*(z,t)O¥(z,t) und p — —ihd,.
Hinweis: Sie kénnen partielle Integration benutzen, um (z?); zu berechnen.

(b) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte, d.h. die Wellenfunktion zur Zeit ¢t = 0 im
Impulsraum, ¥(p,t = 0) = [~ dze ™ P*/"¥(z,t = 0).

(z—2)2

Hinweis: [*°_dze™ "2 = /2 mit Re{A} > 0 fiir beliebiges komplexes z.

(c¢) Die Wellenfunktion entwickelt sich in der Zeit geméf der Schrodingergleichung

2
ithoV (x,t) = —;—maglll(x,t). (2)

Berechnen Sie die Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢ > 0.

Hinweis: Es ist hilfreich zunéchst die Schrodingergleichung im Impulsraum fiir
U(p,t) zu l6sen. Das Ergebnis erhdlt man dann mit Hilfe der Riicktransformati-
on W(z,t) = [ Zy(p t)e*. Losung;:
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U(z,t) = ei(POZfi%t)/h 1 Vo exp | (z — %t)Q e
(2m)V% /o2 + iht/ (2m) o™+ iht ) (2m))

(d) Zeigen Sie, dass das Betragsquadrat der Wellenfunktion fiir alle ¢ > 0 die Form
einer Normalverteilung hat

1 (2—vqt)?

U, t)]? = N o7 (4)

Bestimmen Sie die Geschwindigkeit vy mit der sich das Gaufi’sche Wellenpaket
bewegt und die Zeitabhéngigkeit der Breite o(t). Berechnen Sie die Erwartungswerte
(x)¢, (x*); und (p), fiir endliche ¢ > 0.
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2. Kommutatoren

Beim Ubergang zur Quantenmechanik sind Ort und Impuls durch lineare Operatoren
Z und p zu ersetzen, die der fundamentalen Vertauschungsrelation

[,p] = &p — p& = ih ()

geniigen. Hier betrachten wir einfachheitshalber nur den Ort und Impuls in einer Di-
mension entlang der x-Achse.

(a)

In der Ortsdarstellung gelten nach dem Korrespondenzprinzip die Ersetzungsregeln
T — x und p — —iho, fir die beiden Operatoren. In der Vorlesung wurde gezeigt,
dass die fundamentale Vertauschungsrelation in dieser Darstellung erfiillt wird. An-
dererseits gelten in der Impulsdarstellung die Ersetzungsregeln 2 — ¢hd, und p — p.
Zeigen Sie, dass auch in dieser Darstellung die Vertauschungsrelation gilt, indem
Sie den Kommutator (5) auf eine beliebige Wellenfunktion W(p) im Impulsraum
anwenden.

Gegeben sei eine Funktion der Koordinate, f(x). Berechnen Sie den Kommutator

A

K = [f(2),p]- (6)

Verwenden Sie hierfiir die Ortsdarstellung und betrachten Sie die Wirkung des
Operators K in dieser Darstellung auf eine beliebige Wellenfunktion W(x).



