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1. Harmonischer Oszillator
Die Hamilton-Funktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators lautet
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und [a, a'] = 1. Die charakteristische Oszillatorlinge ist o = \/h/(mw). Die stationiren
Zustande sind gegeben durch |n) = \/%?(&T)”K)) mit n =0,1,2,... und den Eigenener-
gien &, = hw(n + 3).
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(a) Berechnen Sie (darstellungsunabhéngig!) die Erwartungswerte der Operatoren p, &,
p? und 2% im Zustand |n). Bestimmen Sie weiterhin das Unschérfeprodukt AzAp
beziiglich dieses Zustandes. Fiir welches n wird das Unschérfeprodukt minimal?

(b) Betrachten Sie den Zustand |¥(¢)), der zur Zeit ¢ = 0 durch |¥(0)) = ¢(2|0) + |1))
gegeben sei. Bestimmen Sie zunéchst eine geeignete Normierungskonstante ¢, sodass
(U(0)|]w(0)) = 1. Wie lauten die Erwartungswerte (z)(t) und (p)(¢) als Funktion
der Zeit? Zeigen Sie, dass diese den Ehrenfest-Relationen geniigen (6. Ubung, Auf-
gabe 3).

(c) Wie lautet die Wellenfunktion W(z,t) = (z|W¥(¢)) in der Ortsraumdarstellung? Skiz-
zieren Sie qualitativ die Wahrscheinlichkeitsdichte |¥(z,t)|?* zur Zeit ¢ = 0 und zur
Zeit t = T'/2 der halben Oszillationsperiode T

Hinweis: Benutzen Sie die in der Vorlesung hergeleitete Grundzustandswellenfunktion (x]0) in der

Ortsraumdarstellung und verwenden Sie |1) = a'|0), um daraus (z|1) zu bestimmen.

2. Baker-Campbell-Hausdorff Formel

Gegeben seien zwei Operatoren A und B. Zeigen Sie, dass
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wobei der n-fache Kommutator [-, -], induktiv definiert ist durch [A, B], = A und

[Aéh:hAéMmemnzy

Anleitung: Betrachten Sie die Funktion F(s) = e“SBAeS{é mit s € R. Zeigen Sie zunéchst mit Hilfe
vollstéandiger Induktion, dass fiir die Ableitungen gilt: " Fs) — e*SB[/l, B]neSB mit n € IN. Mit einer
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Taylorentwicklung von a (s) um s = 0 folgt dann fiir s =1 die zu zeigende Formel.
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3. Heisenberg-Bild
Ein Operator A im Heisenberg-Bild ist allgemein gegeben durch
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mit dem Hamilton-Operator H. Betrachten Sie den harmonischen Oszillator H =
hw(a'a + 1/2) und berechnen Sie den Auf- und Absteigeoperator im Heisenberg-Bild,
al;(t) und ag(t). Berechnen Sie ebenfalls den Impuls- und Ortsoperator des harmoni-
schen Oszillators im Heisenberg-Bild.

Hinweis: Verwenden Sie Gleichung (3).

4. Translationen im Ortsraum

Der unitédre Operator, der zur Translation = — x + ¢ im Ortsraum gehort, lautet

~

Tzo = e_izOﬁ/h' (5>

Betrachten Sie eine Operatorfunktion f(Z) und zeigen Sie explizit, dass die transfor-
mierte Operatorfunktion f(2) =17 f(&)T},, gegeben ist durch f(z) = f(Z + xo).
Hinweis: Verwenden Sie Gleichung (3) und die Relation [f(Z), p] = ihf’() (4. Ubung, Aufgabe 2).



