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1. Leiteroperatoren des Drehimpulses

Benutzen Sie die Drehimpulsalgebra

[Ĵi, Ĵj] = i~εijkĴk, [Ĵ2, Ĵi] = 0, (1)

mit Ĵ = (Ĵi)i=1,2,3 = (Ĵx, Ĵy, Ĵz), um die folgenden Kommutatorrelationen der Leiter-

operatoren Ĵ± = Ĵx ± iĴy zu zeigen:

[Ĵ+, Ĵ−] = 2~Ĵz, [Ĵz, Ĵ±] = ±~Ĵ±, [Ĵ2, Ĵ±] = 0. (2)

2. Spin-1-Operator

Betrachten Sie einen Vektoroperator L̂ = (L̂1, L̂2, L̂3) in einem dreidimensionalen Hil-
bert-Raum. Die Matrixelemente der drei Komponenten von L̂ bezüglich einer gegebenen
Basis seien gegeben durch

(L̂i)jk = −i~εijk, i, j, k ∈ {1, 2, 3}, (3)

wobei εijk der total antisymmetrische Tensor ist.
Hinweis: Jede Komponente wird also durch eine 3× 3-Matrix dargestellt.

(a) Zeigen Sie, dass L̂ hermitesch ist und die Drehimpulsalgebra [L̂i, L̂j] = i~εijkL̂k
erfüllt.

(b) Zeigen Sie, dass das Quadrat des Drehimpulses durch L̂2 = ~2`(`+ 1)1 gegeben ist
und bestimmen Sie die Drehimpulsquantenzahl `.

(c) Betrachten Sie die Eigenwertgleichung L̂3~vm = ~m~vm. Wie lauten die Eigenwertem?
Bestimmen Sie die dazugehörigen orthonormierten Eigenvektoren ~vm.

3. Magnetresonanzspektroskopie

In der Spinresonanzspektroskopie wie etwa der NMR wird ein Spin einem äußeren Ma-
gnetfeld B ausgesetzt. Dabei besteht B aus einem konstanten Anteil in einer festen
Richtung und einem oszillierenden Anteil in dazu senkrechter Richtung. Der Spin ab-
sorbiert die Energie des magnetischen Wechselfeldes nun in besonderer Weise, falls die
Frequenz ω gerade der Zeeman-Aufspaltung der Energieniveaus entspricht. Die Mes-
sung dieser Resonanzfrequenzen erlaubt beispielsweise eine Strukturbestimmung von
Molekülen in der organischen Chemie. In einem Kernspintomograph werden zusätzlich
ortsabhängige Magnetfelder eingesetzt, so dass die resonanten magnetischen Momente
auch räumlich zugeordnet werden können. Dies ermöglicht eine Darstellung von Gewebe
und Organen des Körpers.
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Betrachten Sie im Folgenden ein Spin-1
2
-Teilchen im Magnetfeld B(t) = (Bx cosωt, 0, Bz),

beschrieben durch den explizit zeitabhängigen Hamilton-Operator

Ĥ = gµBB(t) · Ŝ, (4)

mit dem Landé-Faktor g, dem Bohr-Magneton µB > 0 und dem Spin-1
2
-Operator Ŝ.

Letzterer wird in der Ŝz-Basis {|↑〉, |↓〉} durch 2× 2-Pauli-Matrizen dargestellt,

Ŝ =̂
~
2
σ =

~
2

(σx, σy, σz). (5)

Zur Zeit t = 0 sei der Spin im Zustand |↓〉. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür,
bei einer Messung von Ŝz zur Zeit t > 0 und für ω nahe der Resonanzfrequenz, den
Spin im Zustand |↑〉 anzutreffen. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Der Zeitentwicklungsoperator genügt der Schrödinger-Gleichung i~∂tÛ(t) = ĤÛ(t)
als Operator-Differentialgleichung. Transformieren Sie Û(t) zunächst in ein mit der
Frequenz ω rotierendes Koordinatensystem,

Û(t) 7→ ˆ̄U(t) = D̂−1
z (t)Û(t), mit D̂z(t) = e−i

ωt
2
σz , (6)

und zeigen Sie, dass die Schrödingergleichung für ˆ̄U(t) in die Form

i~∂t ˆ̄U(t) =

{
~
2

((ωz − ω)σz + ωxσ
x) +O (cos 2ωt, sin 2ωt)

}
ˆ̄U(t) (7)

mit ~ωz := gµBBz und ~ωx := 1
2
gµBBx gebracht werden kann. (Das Symbol im

zweiten Term der geschweiften Klammer repäsentiert weitere Terme proportional
zu cos 2ωt und sin 2ωt.)
Hinweis: D̂z(t) = 12 cos

ωt
2 − iσz sin

ωt
2 . (Wieso?)

(b) Nahe der Resonanz ω ≈ ωz können in guter Näherung die mit 2ω oszillierende Terme
in der Schrödingergleichung (7) vernachlässigt werden. Diese Näherung ist bekannt
unter dem Namen “rotating-wave approximation”. Zeigen Sie, dass die Lösung in
dieser Näherung gegeben ist durch

ˆ̄U(t) = exp
[
− i

2
(Ω · σ)t

]
= 12 cos

Ωt

2
− iΩ · σ

Ω
sin

Ωt

2
(8)

mit Ω = (ωx, 0, ωz−ω), Ω = |Ω| und dem Vektor σ aus Pauli-Matrizen. Berechnen
Sie die zeitabhängige Übergangswahrscheinlichkeit w(|↓〉 → |↑〉) ≡ |〈↑|Û(t)|↓〉|2 in
dieser Näherung und diskutieren Sie das Ergebnis.
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