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PD Dr. D. Lehmann Blatt 5 (Übung 16.01.2020)

Anwendung der RG-Technik im Ortsraum auf ein 1-dimensionales Ising-Modell

Betrachten Sie das dazu das 1-dimensionale Ising-Modell im äußeren Feld h (Gitterkonstante a,
nur Wechselwirkung zwischen nächsten Nachbarn, J > 0, periodische Randbedingungen)
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∑
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}
≡ −kBT H̃ ,

wobei J̃ ≡ J/kBTund h̃ ≡ h/kBT . Die Zahl der Spins N sei o.B. d.A. gerade.

1. (a) Dezimieren Sie die Zahl der Freiheitsgrade durch Absummation in der Zustandssum-
me ZN(J̃ , h̃) ≡ ZN [H̃] über alle Spins mit ”i = gerade”.
Zeigen Sie, dass Sie die Zustandssumme mit Hilfe eines neuen, renormierten, Ha-
miltonians H̃′ ausdrücken können, der nur noch die Spins an den ungeraden Orten
i = 1, 3, 5, ... enthält. Dabei hat H̃′ eine ähnliche Struktur wie der ursprüngliche Ha-
miltonian H̃, allerdings mit neuen (renormierten) Kopplungskonstanten J̃ ′ und h̃′,
die durch die Beziehung(

eJ̃(σ1+σ3)+h̃ + e−J̃(σ1+σ3)−h̃
)
e
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h̃(σ1+σ3) = Φ(J̃ , h̃) eJ̃

′σ1σ3+
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h̃′(σ1+σ3) (∗)

bestimmt sind.

(b) Zeigen Sie (durch Einsetzen), dass die Beziehung (*) für beliebige Werte von σ1

und σ3 erfüllt ist und finden Sie den Zusammenhang zwischen den renormierten
Parametern J̃ ′, h̃′ und den Ausgangsparametern J̃ , h̃.

2. Betrachten Sie zunächst den Fall ohne äußeres Feld (h̃ = 0).

(a) Zeigen Sie, dass gilt

J̃ ′ =
1

2
ln(cosh (2J̃))

und finden Sie die Fixpunkte der Renormierungsgruppentransformation.

(b) Berechnen Sie durch Absummation von Spins im Sinne der RG-Transformation die
Korrelationsfunktion ⟨σiσi+Λ⟩ mit Λ ≫ 1.
Nutzen Sie dabei aus, dass sich die Beziehung zwischen J̃ ′ und J̃ auch in der Form

tanh (J̃ ′) = tanh2 (J̃)

schreiben lässt.

(c) Finden sie mit Hilfe des Ergebnisses von (b) und der Tatsache, dass sich die Korrela-
tionsfunktion g2(r) für r ≫ ξ proportional zu e−r/ξ verhält, die Rekursionsvorschrift
für die (dimensionslose) Korrelationslänge ξ (gemessen in Einheiten der Gitterkon-
stante des jeweiligen Gitters).

(d) Was folgt aus der fortlaufenden Iteration für die (dimensionslose) freie Enthalpie pro
Spin g̃ = − limN→∞

1
N
lnZN(J̃)?

Rückseite beachten!



3. Betrachten Sie nun den Fall mit äußerem Feld h ̸= 0.

(a) Beweisen Sie (ausgehend von den in Aufgabe 1(b) erhaltenen Transformationsbezie-
hungen), dass für alle endlichen J̃ gilt

∂h̃′

∂h̃
> 0 .

Was folgt daraus für die Fixpunkte der RG-Transformation?

(b) Linearisieren Sie die Flussgleichungen für J̃ und h̃ (siehe 1(b)) in der Umgebung des
kritischen Punktes. Zeigen Sie, dass in der Nähe dieses Fixpunktes (mit J̃ = ∞ und
h̃ = 0) gilt:

e−J̃ ′
=

√
2e−J̃ , h̃′ = 2h̃ .

(c) Fassen Sie nun e−J̃ und h̃ als Skalenfelder auf.
Zeigen Sie, dass dann für den singulären Anteil g̃sing der freien Enthalpie pro Spin

g̃sing(e
−J̃ , h̃) = λ−1g̃sing(λ

1/2e−J̃ , λh̃)

mit dem Skalierungsfaktor λ = 2 gilt.
Beweisen Sie, dass daraus das folgende Skalengesetz für die freie Enthalpie pro Spin
folgt

g̃sing(e
−J̃ , h̃) = e−2J̃ g̃sing(h̃e

2J̃) . (∗∗)

(d) Zeigen Sie, dass als Konsequenz des obigen Skalengesetzes die Beziehung

γ

ν
=

2− α

ν
= 1

für die kritischen Exponenten γ, ν, α gilt.
(Hinweis: Ersetzen Sie zunächst in Gleichung (**) J̃ durch die Korrelationslänge ξ.)


