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Vorbemerkungen

Die Vorlesung findet immer Montags in der fiinften Doppelstunde (14:50 - 16:20) im Horsaal
REC/C213 statt.

Leider hat die Vorlesung mit 2 Semesterwochenstunden (SWS) fiir den gegebenen Inhalt nur sehr
wenig Zeit. Um diesem bekannten Problem zu begegnen, soll die Vorlesung in den kommenden Jah-
ren auf 4 SWS verlangert werden. Da die Vorlesung somit leider nur die wichtigsten Rechenmethoden
kurz ansprechen kann, gilt:

e Sie sind grundsatzlich selbst dafiir verantwortlich, eventuell bestehende Verstandnissliicken im
Selbststudium zu schlieRen.

e In der Vorlesung wird jede Woche ein Ubungsblatt mit Hausaufgaben ausgeteilt. Diese dienen
dazu, dass Sie die in der Vorlesung erarbeiteten Konzepte iiben kénnen und Feedback zu lhren
Rechnungen bekommen.

e Die Ubungsblitter werden jede Woche in Ubungsgruppen besprochen. Nutzen Sie diese auch
sehr gerne zum Klaren von Verstandnisproblemen bei den Hausaufgaben und der Vorlesung
allgemein.

e In der Vorlesung werden immer wieder kleine Rechen- oder Verstindnisaufgaben
gestellt. Wenn Sie diese bearbeiten, schlagen wir zwei Fliegen mit einer Klappe: Sie iiben
Rechnen, und ich habe direkt Feedback iiber das, was schon verstanden ist und das, was
nochmal erklart werden muss.

Generell gilt: machen Sie aktiv mit! Sprechen Sie Verstandnisprobleme an, stellen Sie Fragen und
kommen Sie gerne zu meiner Sprechstunde. Diese Vorlesung ist ein Angebot an Sie; mein Ziel ist
es, lhnen moglichst viele Rechenkompetenzen zu vermitteln!

Die Webseite der Vorlesung mit allen relevanten Infos, den Ubungsblittern und diesem Skript finden
Sie unter www.quantum-design.org/teaching.

Literaturvorschlage

Schauen Sie sich am besten verschiedene Lehrbiicher an um das fiir Sie am besten passende Buch
zu finden. Und bedenken Sie: das Buch, das am besten zu lhnen passt, steht vielleicht gar nicht auf
der folgenden Liste mit Lehrbuchvorschlagen. Schauen Sie also auch gerne weiter Lehrbiicher oder
Skripte an.

e M. Otto, Rechenmethoden fiir Studierende der Physik im ersten Jahr (Spektrum, 2011).

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 1 — Klassische Mechanik (Springer, 2002), erste
ca. 100 Seiten.

S. Grossmann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik (Vieweg+ Teubner, 2004).

C. B. Lang und N. Pucker, Mathematische Methoden in der Physik (Elsevier/Spektrum, 2005).

L. Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 1, Band 2, Klausur- und
Ubungsaufgaben (Vieweg+Teubner, 2009/10/12).

e H. Schulz, Physik mit Bleistift: Einfiihrung in die Rechenmethoden der Naturwissenschaften
(Harri Deutsch, 2006).


https://tu-dresden.de/mn/physik/itp/tfp/studium/lehre/ws-2019-20/rechenmethoden-lehramt-physik

Klausur

Termin und Ort der Klausur stehen noch nicht fest, werden aber rechtzeitig bekannt gegeben. Die
Klausur wird wahrscheinlich nach Ende der Vorlesungszeit stattfinden.

e Fiir grundstindige Studierende (das “normale” Lehramt Physik) ist die Rechenmethoden-
Vorlesung unbenotet. Die Klausur muss nur bestanden werden, dies ist eine Bestehensvor-
aussetzung fiir das Modul Physik 1. Wer mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben als
vorrechenbar angekreuzt hat, bekommt 10% Bonuspunkte in der Klausur (mehr dazu in der
Ubung).

e Im Rahmen der berufsbegleitenden wissenschaftlichen Qualifizierung fiir Lehrkrifte (also fiir
“Seiteneinsteiger/innen”) ist diese Vorlesung Teil des Pflichtmoduls Rechenmethoden (weitere
Bestandteile: Ubung und Selbststudium). Die Klausur ist in diesem Fall eine benotete Prii-
fungsleistung (Modulnote = Klausurnote). Priifungsvorleistung ist das miindliche Lésen von
Ubungsaufgaben, wobei 1/3 der Aufgaben als vorrechenbar angekreuzt werden miissen (mehr
dazu in der Ubung). Wer mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben angekreuzt hat,
bekommt 10% Bonuspunkte in der Klausur.

Lernziele

Die Vorlesung hat folgende Lernziele:
e Die Teilnehmenden beherrschen grundlegende Rechenmethoden der Physik. Dies umfasst:

— Vektoralgebra,
— lineare Algebra,

— (Vektor-) Analysis und Analysis von Funktionen mehrerer Variablen (inkl. Koordinaten-
transformationen und Nabla-Operator),

— Differentialrechnung und Taylor-Entwicklung,
— Integralrechnung (inkl. Integralsitzen),

— Theorie gewodhnlicher Differentialgleichungen,
— komplexe Zahlen.

e Sie konnen diese Methoden zur Lésung konkreter Aufgabenstellungen anwenden und ihren
Losungsweg verstandlich darstellen.

Hinweis: dieses Skript enthalt ganz sicher noch den einen oder anderen Fehler.
Falls Sie also inhaltliche Fragen haben oder einen Fehler finden, melden Sie sich gerne unter
tobias.meng@tu-dresden.de!
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Kapitel 1

Vektoralgebra

In diesem ersten Kapitel beschaftigen wir uns mit Vektoren und deren Algebra, also Recheneigen-
schaften. Der Stoff dieses Kapitels sollte in groBen Teilen in der Schule behandelt worden sein, wir
machen hier aber schon erste Verkniipfungen mit dariiber hinausgehenden Themen.

1.1 Was ist ein Vektor?

Grob gesagt kann man Vektoren als mathematische Objekte auffassen, die Richtung und Lange
haben. Wir bezeichnen einen Vektor mit einem Symbol (der “Name” des Vektors) iiber dem
ein Pfeil steht, also zum Beispiel @ (hier ist der Name des Vektors also “a""). Die Lange des Vektors
wird alternativ auch als Betrag oder Norm des Vektors bezeichnet und hat das Symbol |d]|. Der
Betrag eines Vektors ist immer eine Zahl > 0.

Einfaches Bild:
Einen Vektor kann man sich als einen Pfeil vorstellen, der zwei Punkte A und B verbindet:

./ré

A

Anwendungen in der Physik:

In der “echten Welt" (und also auch der Physik, die diese ja beschreibt) haben viele Dinge eine
Lange und eine Richtung. Der Verbindungsvektor zwischen zwei Punkten ist z. B. die mathemati-
sche Version der Antwort auf die Frage “Wo ist der Bahnhof?", die in Worten “200 Meter in diese
Richtung!" lautet. Der Vektor wire in diesem Beispiel also

o s
hier Bahnhof mit Betrag |hier Bahnhof| = 200 m.

Andere wichtige vektorielle GroRen in der Physik sind unter anderem:

Kraft ﬁ Ort 7, Impuls p, Geschwindigkeit ¥, Magnetfeld B.



1.1.1 Koordinatensysteme

Um einen Vektor konkret angeben zu konnen, bendtigen wir ein Koordinatensystem. Ein einfaches
Beispiel ist die Bezeichnung der Felder eines Schachbretts: jedes Feld ist eindeutig durch die Angabe
eines Buchstabens und einer Zahl angegeben, z. B. (C,4).

N W Ctoy g 0o

ABCDEFGH

Wichtig: Die Koordinaten des Feldes hangen vom gewahlten Koordinatensystem ab!

Rechenaufgabe:

1) Welche Koordinaten hat das selbe Feld im folgenden “schraglinigen” Koordinatensystem?

2) Welches Koordinaten hat das Feld, das im schraglinigen System die Koordinaten (C,4)
hat, im urspriinglichen Koordinatensystem?

9101112131415

Es gibt also einen Unterschied zwischen einem Feld (das ist, was es ist — unabhangig vom gewahlten
Koordinatensystem) und seinen Koordinaten (die hdngen vom gewahlten Koordinatensystem ab).
Welches Koordinatensystem man benutzt ist freie Wahl, es gibt aber manchmal Koordinatensysteme,
die einfacher sind als andere (beim Schachbrett ist z. B. das erste Koordinatensystem einfacher).
Mehr zu Koordinatensystemen und dem Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen gibt
es in Kapitel 7.



1.1.2 Standardkoordinaten fiir Vektoren: kartesische Koordinaten

Da ein Vektor laut Definition aus Lange und Richtung besteht, kann der selbe Vektor verschiedene
Punktpaare verbinden. In diesem Sinne ist ein Vektor also Repradsentant einer ganzen Klasse von
Verbindungspfeilen.

A E

Wie fiir die Felder des Schachbretts bendtigen wir zur konkreten Angabe eines Vektors ein Koor-
dinatensystem. Wie beim Schachbrett hingen auch beim Vektor die Koordinaten vom
gewdhlten Koordinatensystem ab. Um einen Vektor mit Zahlen angeben zu kénnen, miissen wir
uns zuerst die Dimension des Raumes klarmachen, in dem der Vektor liegt. Der Vektor 1@ von
weiter oben liegt in der Ebene der Skript-Seite, die ein zweidimensionales Objekt ist. Das Standard-
Koordinatensystem fiir solche zweidimensionale Vektoren sind die senkrecht zueinander stehenden x
und y Koordinaten.

| LT

Die meisten Objekte in unserer Welt sind aber dreidimensional. Das Standard-Koordinatensystem
fiir dreidimensionale Vektoren (z.B. der Verbindungsvektor zweier Punkte, die nicht auf der gleichen
Hohe liegen) sind die senkrecht zueinander stehenden x, y und z Koordinaten.

Diese Koordinatensysteme nennt man auch “kartesisch”.

Was ist jetzt im Koordinatensystem der Anfangspunkt der Vektoren? Da ein Vektor ja nur durch
seine Lange und Richtung definiert wird, einigt man sich darauf, den Startpunkt jedes Vektors immer
an den selben Punkt zu legen. Diesen nennt man den Ursprung des Koordinatensystems und
bezeichnet ihn mit 0, 0 oder O. An diesem Punkt schneiden sich die Achsen.

Y <

=)
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Nachdem man also die Dimension des Vektors (= Anzahl der zu seiner konkreten Angabe nétigen Ko-
ordinaten) geklart hat und ein Koordinatensystem gewihlt hat (z. B. das Standard-Koordinatensystem
mit « und y Achsen in zwei Dimensionen, bzw. x, y und z Achsen in drei Dimensionen) gibt man
den Vektor einfach dadurch an, dass man die Koordinaten (Achsenabschnitte) untereinander schreibt
und mit einer groen Klammer umschliesst:

r-Koordinate x-Koordinate
a . oder b = | y-Koordinate
y-Koordinate

z-Koordinate

Diese Vektoren nennt man wegen ihrer Darstellung als Spalte auch Spaltenvektoren. Manchmal
(siehe spater) macht es auch Sinn, einen Zeilenvektor zu nutzen, in dem die Eintrége in einer Zeile
stehen, zum Beispiel (3,6,4).

1.1.3 Richtung und Betrag, Einheits- und Basisvektoren

Ein Vektor @ ist wie gesagt durch seine Richtung und seinen Betrag gekennzeichnet. Der Betrag
|@| (auch Norm genannt) ist die Linge des Vektors. Die Richtung des Vektors wird durch den
sogenannten Einheitsvektor in d-Richtung angegeben, dem wir das Symbol €, geben. Ein Ein-
heitsvektor ist ein Vektor der Lange 1. Der Einheitsvektor in d-Richtung ist somit der Vektor, der
parallel zu @ ist und Lange 1 hat. Somit gilt:

a=|dal-e, “Vektor = Lange mal Richtung”.

Umstellen der Gleichung zeigt, dass die Richtung des Vektors durch folgenden Einheitsvektor be-
schrieben ist:

a= (Z;) = |d] =+/a} +d3, (1.1a)

— bl —

b= | by = |b] = /b + b3+ 3. (1.1b)
bs

Einen Vektor der Norm 1 (oder auch des Betrages 1 oder auch der Ldnge 1) nennt man auch
normiert.

Die Berechnung von €, nennt man auch die Normierung des Vektors d: man berechnet aus dem
gegebenen Vektor d einen neuen Vektor €, der normiert ist.

In einem gegebenen Koordinatensystem spielen die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenach-
sen eine besondere Rolle (siehe spater). Diese nennt man Basisvektoren (des Koordinatensystems).
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Rechenaufgabe:

1) Was sind die Basisvektoren des Standard-Koordinatensystems fiir zweidimensionalen Vektoren?

2) Welchen Betrag hat der Vektoré= | 1 |7
—7

3) Was ist der Einheitsvektor in Richtung des Vektors ¢7?

1.1.4 Koordinatensystem-Abhangigkeit der Darstellung eines Vektors

Wir kénnen uns nun klarmachen, dass die Darstellung eines Vektors, also die Zahlen, die wir in
die Spalte schreiben, vom gewihlten Koordinatensystem abhingen. Dazu betrachten wir folgendes
Beispiel eines gegebenen Vektors @, den wir in zwei verschiedenen Koordinatensystemen K (rot)
und K’ (blau) angeben wollen.

Wir kénnen einfach ablesen, dass der Vektor im Koordinatensystem /i folgende Darstellung hat:

iy = G) . (1.2)

Der Index K gibt hier das Koordinatensystem an, in dem der Vektor dargestellt ist. Normalerweise
gibt man das nicht extra an, hier machen wir es aber zur Klarheit. Das Koordinatensystem K
ist zwar das Standard-Koordinatensystem, aber niemand zwingt uns, dieses Koordinatensystem zu
verwenden. Alternativ kénnen wir zum Beispiel die gedrehten Koordinaten K’ nutzen:
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Hier ist der Vektor nur entlang der 2’-Achse orientiert, und hat also im Koordinatensystem K’ die

Darstellung dx = (Zx') = (agl). Das Koordinatensystem K’ ist im Vergleich zu K einfach nur
y/

gedreht. Da sich bei einer Drehung die Lange eines Vektors nicht dndert, und diese durch den Betrag

des Vektors gegeben ist, gilt

@il = lawl il =VEFE=v2 = |aw| = Va2 + 0= Va? = as| = V2. (13)

Wir finden also, dass a,; = v/2 oder a,, = —/2 sein muss. Da der Vektor @ in positive z’-Richtung
zeigt, finden wir also
= (7). »

Wie bei den Feldern des Schachbretts sehen wir also im Vergleich von Gleichungen (1.2) und (1.4),
dass die Darstellung eines Vektors vom gewahlten Koordinatensystem abhdngt. Mehr zu anderen
Koordinatensystemen gibt es in Kapitel 4 und 7. Wenn nicht anders angegeben, verwenden wir im
folgenden immer das Standard-Koordinatensystem und lassen den Index K bzw. K’ weg.

1.2 Ein bisschen echte Mathematik: der Vektorraum

Mathematisch gesehen ist die anschauliche Definition eines Vektors als “Pfeil mit Richtung und Lan-
ge" zu eng gefasst. Allgemeiner sind Vektoren die Elemente eines Vektorraums V. Im Vektorraum
gibt es zwei Rechenoperationen, die sogenannte Vektoraddition “@" und die sogenannte Skalarmul-
tiplikation “®". Wir betrachten hier den Spezialfall eines “Vektorraums iiber den reellen Zahlen", der
folgende Eigenschaften hat:

1. Sind @ und b Vektoren in V, so ist auch @b ein Vektor in V. Fiir beliebige Vektoren d, l;, ceV
gilt beziiglich der Vektoraddition ferner

(a) Assoziativgesetz: 7 (b@® ) = (@D b) B ¢
(b) Kommutativgesetz: @b = b @ a.

(c) Existenz des neutralen Elements: in V gibt es einen Vektor 0 so dass @ ® 0 =  fiir alle

aeV.
(d) Existenz des inversen Elements: zu jedem @ € V gibt es einen anderen Vektor @’ in V
so, dass @ @ @’ = 0. (Wir schreiben dieses inverse Element als @’ = —a).

2. Ist @ ein Vektor in V und a € R (reelle Zahl) , so ist auch @ ® @ ein Vektor in V. Fiir
beliebige Vektoren @,b € V und beliebige Zahlen o, 5 € R gilt beziiglich der Multiplikation
mit Skalaren aulerdem:

-

(a) Distributivgesetz bzgl. Vektoraddition: a« ® (@®b) =a ®a® a ® b.
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(b) Distributivgesetz bzgl. skalarer Addition: (a« + ) ©d=a®a® O d.
(c) Kompatibilitdt der Skalarmultiplikation: (o 8) ®d = a ® (8 © ).
(d) Neutralitit der Skalarmultiplikation bzgl. der Eins: 1 ©® @ = a.

Zusatzinformation: Jede beliebige mathematische Struktur, die diese Bedingungen erfiillt, ist ein
Vektorraum. Das trifft insbesondere fiir die oben diskutierten Beispiele zu, beschreibt aber auch
noch ganz andere Objekte. In der Quantenmechanik bildet die Gesamtheit aller Zusténde, in denen
ein quantenmechanisches System sich befinden kann, zum Beispiel einen speziellen Vektorraum, den
man “Hilbertraum” nennt. Die Elemente des Hilbertraums sind genau die Zustande, in denen das
System sich befinden kann. Diese sind im mathematischen Sinne also auch Vektoren. Man bezeichnet
diese Vektoren nicht mit einem Pfeil, sondern mit einem “Ket": der Zustand mit dem Namen U hat
das Symbol |¥). Ein weiteres Beispiel fiir einen Vektorraum ist die Menge der Polynome mit der
iiblichen Addition und Multiplikation (siehe Ubung).

1.2.1 Basis und orthonormales Basissystem

Um Vektoren anzugeben, haben wir bisher den Begriff des Koordinatensystems genutzt. Die Ein-
heitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen haben wir Basisvektoren genannt. Die Menge der
Basisvektoren bezeichnen wir als “Basis”. Man kann den Begriff der Basis, bzw. der Basisvektoren,
auch allgemeiner fassen: eine Basis ist eine Menge von Vektoren {l;l, 52, ...}, die es erlauben, jeden
beliebigen Vektor @ als eindeutige Linearkombination der Basisvektoren zu schreiben (siehe auch
Kapitel 1.5):

i=on(d)by +ax(@by+...= > @b (1.5)

i=1,2,...

Hierbei sind «;(@) Zahlen, die vom konkreten Vektor @ abhdngen. Genau wie es verschiedene mog-
liche Koordinatensysteme gibt, gibt es auch verschiedene mégliche Basen - welche wir nutzen ist
unsere freie Wahl. Alle Basen haben aber die gleiche Anzahl von Basisvektoren. Diese ist gleich der
Dimension n, in der der Vektor lebt (= die Dimension des Vektorraumes, den wir betrachten =
Anzahl der Koordinatenachsen).

Zur genaueren Definition einer Basis bendtigen wir das Konzept der linearen Unabhangigkeit: Vek-
toren d; heilen linear unabhingig, falls

Zai @; =0 nur erfiillt werden kann, wenn alle Skalare (Zahlen) «; =0. (1.6)

(2

Linear unabhangig sind z. B. zwei nicht-parallele Vektoren in der Ebene. Linear abhangig sind z. B. 3
koplanare Vektoren im Raum (drei Vektoren in der selben Ebene). Man kann zeigen, dass die groRte
Anzahl linear unabhangiger Vektoren gleich der Dimension n des Vektorraums ist, in dem die
betracheten Vektoren leben. Jede mogliche Kombination von n linear unabhangigen Vektoren
bildet eine Basis!

Es gibt also viele verschiedene mogliche Basen. Besonders einfach rechnen kann man aber mit
einer Orthonormalbasis. Diese wird durch n Vektoren {éi,...,¢&,} gebildet, die

1. alle senkrecht aufeinander stehen (also orthogonal zueinander sind — damit sind sie insbeson-
dere auch linear unabhangig) und
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2. alle normiert sind, |¢;| = 1 firallei=1,...,d.

Ein Beispiel fiir eine Orthonormalbasis ist die Menge der normierten Basisvektoren in kartesischen
Koordinatensystemen.

1.3 Tensoren: mathematische Objekte mit Indizes

Wir haben Vektoren durch ihre Koordinaten angegeben, die wir in eine Spalte untereinander ge-
schrieben haben. Fiir einen gegebenen Vektor d bezeichnet den i-ten Eintrag von oben (die i-te
Spalte des Vektors) auch als die i-te Komponente des Vektors. Diese hat das Symbol a;. Beispiel:

3
5 — a1 =3, ax =95, az = 32930.
32930

2y
Il

Es gibt in der Physik auch Objekte, die reine Zahlen sind. Diese nennt man auch Skalare. Beispiele
hierfiir sind zum Beispiel die Masse m, die Temperatur T" oder die Zeit ¢.

Andere wichtige physikalische GréRen sind hingegen durch Matrizen beschrieben, zum Beispiel der
Tragheitstensor ©,

@xx @xy @xz
O = @y:r ny @yz
@zx ®zy 622

Um eine Komponente einer solchen Matrix zu benennen, muss man sowohl die Zeile als auch die
Spalte angeben. Der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix M wird mit M,;
bezeichnet.

Die drei Objektklassen Skalare, Vektoren und Matrizen kann man zum allgemeinen Konzept der
Tensoren zusammenfassen. Ein Tensor ist ein Objekt mit Komponenten, also Eintragen, in denen
irgendetwas steht. Um einen spezifischen Eintrag zu erhalten, muss man bei einem Tensor der
n-ten Stufe genau n Indizes angeben. Ein Tensor n-ter Stufe hat also Eintrage 7;; ,, wobei T hier
eben n Indizes i, j, ..., ¢ hat. Somit gilt:

e Ein Skalar ist ein Tensor nullter Stufe.
e Ein Vektor ist ein Tensor erster Stufe.
e Eine Matrix ist ein Tensor zweiter Stufe.

Mehr zu Tensoren und dem Rechnen mit Indizes folgt in Kapitel 3.
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1.4 Wichtige Rechenregeln fiir Vektoren

Im Folgenden besprechen wir noch die wichtigsten Rechenregeln fiir Vektoren. Diese Regeln sollten
Sie am Ende des Semester auswendig konnen: sie werden in allen anderen Fachern einfach voraus-
gesetzt und standig benutzt.

Wichtig: Wir setzen im folgenden ein orthonormales Koordinatensystem voraus — in nicht-
orthonormalen Koordinatensystemen kénnen manche der folgenden Formeln komplizierter werden.

1.4.1 Transposition

Die Transposition macht aus einem Spaltenvektor einen Zeilenvektor. Sie entspricht bildlich dem
“auf-die-Seite-legen” eines Vektors, und wird mit einem hochgestellten T' bezeichnet.

dy
J: doy = JT = (d1 dsy dg) (17)
ds

Das Anwenden der Transposition auf einen Zeilenvektor ergibt einen Spaltenvektor:

€1
€= (61 €9 63) = gT = | € (18)
€3

1.4.2 Addition und Subtraktion von Vektoren

Addition und Subtraktion von Vektoren erfolgt komponentenweise. Wir ersetzen hier in der all-
gemeinen Notation von Kapitel 1.2 das & durch ein einfaches “+", und fiihren auch die Subtraktion

" "

—" ein:
aq . bl . a + bl . a; — b1
a= | as und b= | by = d+b=|as+ b und d—b= | as — by (1.9)
as bs as + bs az — bs

1.4.3 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar (hier der Einfachheit halber wieder einer rellen
Zahl, es kdnnte je nach Vektorraum aber auch eine komplexe Zahl sein, sieche Kapitel 10) erfolgt
auch komponentenweise. Wir ersetzen hier in der allgemeinen Notation von Kapitel 1.2 das ®
durch ein Leerzeichen, damit wir es von der Skalarmultiplikation unterscheiden kdnnen.

aq a aq
a=|as und o Skalar = ad=|aas|. (1.10)
as a as

Es gilt weiterhin fiir Vektoren @ und b und Skalare @ und 3:
e a(@+b) =ai+ab.
e (a+p)d=ad+pa
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1.4.4 Skalarprodukt von Vektoren

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ergibt die Summe der Produkte der Komponenten. Wir bezeich-
nen es mit einem Punkt zwischen den Vektoren:

aq b1
a= | a und b= ba = 5'b:G1b1 +a2b2+a3b3. (111)
as bs

Das Skalarprodukt hat eineqeinfache geometrische Interpretation: bezeichnen wir den Winkel, den
die beiden Vektoren @ und b enschliessen, als 6, so gilt

-

b

A = @-b=|d|b| cos(h) (1.12)
a

Da —1 < cos(f) < 1, folgt aus Gleichung (1.12)

- b|

ie Schwarzsche Ungleichung:

1b)

.

1@ [b). (1.13)

Es gilt weiterhin fiir Vektoren @ und b und einen Skalar a:

Rechenaufgabe:

Berechnen Sie

2 1 2
3141 -211 1] =
1 0 1

Wichtig: anders als bei Zahlen, fiir die es sowohl eine Multiplikation als auch eine Division gibt, ist
das Konzept der Division fiir Vektoren nicht definiert. Es gilt also: Teile nie durch einen Vektor!
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1.4.5 Kreuzprodukt

Das Kreuzproukt zweier dreidimensionaler Vektoren wird mit x bezeichnet und ist wie folgt
definiert:

a . b1 . azbs — azby
a= a9 und b= bg = axb= a3b1 — a11)3 . (114)
as b3 ai1by — asby

Das Kreuzprodukt ist in der Physik zum Beispiel bei der Lorentz-Kraft wichtig, die ein Teilchen der
Ladung ¢ in einem Magnetfeld B erfahrt, wenn es sich mit Geschwindigkeit ¥ bewegt,

FLorentz =qUu X B.

Der Vektor &= @ x b steht senkrecht auf @ und b, denn (@ x b)-@ =0 und (@x b)-b =0 (und es
gilt Gleichung (1.12)). Die Lange dieses Vektors ¢ ist genau der Flacheninhalt des Parallelograms,

das von @ und l;aufgespannt wird:

C=axb

..........

Flécheninhalt |c]

ST

Die Richtung (z. B. hoch oder runter) des Vektors ¢ folgt aus der “rechte-Hand-Regel” (auch “drei-
Finger-Regel'genannt): zeigt @ entlang des rechten Daumens und l;entlang des rechten Zeige-
fingers, so zeigt ¢ = d@ x b in Richtung des rechten Mittelfingers (wenn dieser senkrecht zu den
anderen beiden steht).

Ahnlich zum Skalarprodukt hat auch das Kreuzprodukt eine geometrische Interpretation: bezeichnen
wir den Winkel, den die beiden Vektoren @ und b einschliessen, als ¢ (mit 0 < 6 < 7), so gilt

b
A = |@xb|=|d||b| sin(6) (1.15)
a

Es gilt weiterhin fiir Vektoren @, b und & und Skalare o und 3:
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1.4.6 Spatprodukt

Als Spatprodukt dreier dreidimensionaler Vektoren @, b und & bezeichnet man
Spatprodukt(d, b, 0)=a- (5 X ©).

Der Betrag des Spatprodukts der drei Vektoren ergibt das Volumen des von drei Vektoren aufge-
spannten Parallelepipeds:

Volumen V = ’5- (d X 5)‘

1.4.7 Dyadisches Produkt

Als letztes definieren wir noch das “dyadische Produkt” zweier Vektoren @ und l; bezeichnet mit ®,
als einen Tensor zweiter Stufe T', fiir den gilt

T=da®b < T;=ab (1.16)

Fiir zwei dreidimensionale Vektoren bedeutet das also

aq . bl . aq bl aq b2 aq bg
a= as und b= b2 = axRb= as bl a9 b2 as b3
as bg as b1 as bg as bg

1.5 Zerlegung von Vektoren
Es ist immer wieder hilfreich, einen Vektor @ in Teile d@; zu zerlegen: @ = d; + do + .... Eine

wichtige Zerlegungsart ist die in Basisvektoren: hat man eine Basis {51,52, o ,5d}, so kann man
laut Gleichung (1.5) jeden Vektor schreiben als

d
=1

Als Beispiel betrachten wir einen Vektor @ im dreidimensionalen Vektorraum R? (also Vektoren mit
drei Zeilen von reellen Zahlen), fiir den wir die kartesische Standard-Basis {é, €, €.} nutzen:

aq 1 0 0
d=|a|,e&=|(0|,¢=(1],e=1{0
as 0 0 1
Wir kdnnen den Vektor jetzt in die Basisvektoren zerlegen:
aq aq 0 0 1 0 0
a= a9 = 0 =+ | as + 0 = a1 0 —+ ag 1 + as 0 :alé’$+a2€y+a3€z.
as 0 0 as 0 0 1
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Eine andere wichtige Art der Zerlegung eines Vektor @ ist die in Komponenten parallel und senkrecht
zu einem anderen Vektor b. Hierzu schreiben wir

Um den Anteil 6H§ parallel zu b zu bestimmen, bilden wir einfach das Skalarprodukt mit dem Ein-

heitsvektor &, in b-Richtung:
(1.18)

Mit Hilfe von Gleichung (1.12) (und ein bisschen Geometrie des Kosinus) kann man sich davon
iiberzeugen, dass dies in der Tat der Anteil von @ ist, der parallel zu b liegt. Der Anteil @ ; senkrecht
zu b kann dann bestimmt werden durch

(1.19)

ISI
}_
o

Il
ISI

|
S

S
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Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

e Definition von “Vektor” kennen und verstehen.
e Konzept des Koordinatensystems kennen.
e \erstehen, dass es viele verschiedene Koordinatensysteme gibt.

e \erstehen, dass die Darstellung des Vektors (also die Zahlen in der Spalte) vom Koordinaten-
system abhdngt — der Vektor selbst aber nicht.

e \ektoren in kartesischen Koordinaten angeben kénnen.
e Das Konzept eines “Vektorraums” grob beschreiben kénnen.
e Verstehen, was “Basis’, “Orthonormalbasis’ und “Basisvektoren” sind.

e Vektoren in Basisvektoren und Komponenten parallel /senkrecht zu einem anderen Vektor zer-
legen kénnen.

e Einfache Vektor-Rechenoperationen beherschen:

— Norm berechnen kdnnen.
— Einheitsvektoren berechnen kdnnen.
— Transposition.
— Multiplikation mit Skalaren.
— Addition und Subtraktion von Vektoren.
— Skalarprodukt.
— Kreuzprodukt.
— Spatprodukt.
PS: “gut zu wissen” muss nicht heilen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst

nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 2

Abbildungen, Funktionen mehrerer
Variablen, Vektorfunktionen, Felder,
Folgen und Reihen

In der Physik geht es oft darum, Zusammenhange zu beschreiben. Ein Zusammenhang ist oft eine
Aussage vom Typ “Wenn A gegeben ist, dann folgt B". Allerdings fiihren unterschiedliche Ausgangs-
bedingungen im Allgemeinen zu unterschiedlichen Ergebnissen:

“Wenn ich den Ball fallen lasse, fillt er nach unten. Wenn ich den Ball hochwerfe, fliegt er (zu-
mindest zuerst) nach oben”.

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zur mathematischen Beschreibung solcher Zusammen-
hange gegeben.

2.1 Der Begriff der Abbildung

Ein aus dem Alltag bekanntes Beispiel einer Abbildung ist ein Foto. Dabei erfolgt die Erzeugung
des Abbilds dadurch, dass Licht von einem Objekt in eine Kameralinse fillt. Die Kamera macht
dann irgendetwas Kompliziertes und erzeugt am Ende ein Bild des Objekts. Man kdnnte also sagen:
“Wenn ein Objekt gegeben ist, dann folgt daraus nach dem Auslésen der Kamera ein bestimmtes
Bild (ndmlich das des gegebenen Objekts)".

. -E3-

Objekt — Kamera — Bild

Mathematisch ausgedriickt ordnet also die Kamera jedem Objekt ein Bild zu. Allgemeiner definiert
die Mathematik zur Beschreibung solcher Zuordnungen den Begriff der “Abbildung” oder “Funktion”
wie folgt:

Eine Abbildung oder auch Funktion f ist eine Zuordnung zwischen zwei Mengen A = {a4,as, ...}

und B = {by, bs, ...}, wobei jedem Element a; der Menge A durch die Funktion f genau ein Element
b; der Menge B zugeordnet wird:
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a; — f — bj

Mathematisch nennt man die Ausgangsmenge A den Definitionsbereich und die Endmenge B den
Wertebereich. Man schreibt die Definition der Funktion wie folgt:

f:A—= B, ar f(a). (2.1)

In Worten: f ist eine Funktion von A nach B, die jedem a ein b = f(a) zuordnet. Ein Beispiel fiir
eine Funktion ist f(z) = x?, die fiir alle reelle Zahlen z definiert ist. Sie ordnet jeder reellen Zahl =
die positive reelle Zahl z? zu, also z. B. der Zahl —3 die Zahl (—3)? = 9. Diese schreibt man also
mathematisch wie folgt:

fTR—=RY zw— 2% (2.2)

In kurz schreibt man oft auch einfach nur f(z) = 22 (f(x) ist der Funktionswert von f an der Stelle
x, in dieser kurzen Form fehlt die Angabe von Definitions- und Wertebereich). Diese Funktion lasst
sich wie folgt zeichnen:

25

20+
15+
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Eines der grundlegendsten Beispiele fiir die Nutzung von Funktionen in der Physik ist die Angabe
des Orts als Funktion der Zeit.

2.2 Umkehrfunktion

Die “Umkehrfunktion” f~! einer Funktion f ordnet einem Funktionswert y = f(z) den Wert x zu:

y=flz) ="y == (2:3)

Die Umkehrfunktion ist aber nicht immer eindeutig definiert: oftmals gibt es fiir einen gebenen Wert
y mehrere Werte von x so, dass y = f(x1) = f(x2). Ein Beispiel hierfiir ist genau die Funktion
f(x) = 22, fiir die sowohl f(z) = 2% ist, als auch f(—x) = (—x)?> = 2% Es gilt also z. B. 16 = f(4)
und 16 = f(—4).

25—
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Die Umkehrfunktion “weil” dann nicht, ob sie dem Wert y = 4 den Wert x = 4 oder x = —4
zuordnen soll - oder, mathematischer gesagt, die Umkehrfunktion kann dann nicht mehr eindeutig
definiert werden. Sie zerfallt dann in mehrere “Zweige”, sodass die Umkehrfunktion in jedem Zweig
eindeutig definiert ist. Fiir f(z) = 22 gibt es zwei Zweige:

f~Hy)=+/y  auf dem ersten Zweig

. : (2.4)
f"Hy) = —/y auf dem zweiten Zweig.

- =

Fiir beide Zweige ist f~! nur fiir y > 0 wohldefiniert. Das macht Sinn, denn y soll gleich f(z) sein,
und f(z) = 22 > 0. Die vollstindige Definition von Funktion und Umkehrfunktion sind also:

TRy — Ry, y~—/y  auf dem ersten Zweig

iRy = Ry = — fd iten Zwei (25)
Ry 0, Y VY auf dem zweiten Zweig.

fTR=RS, z—2* = {

(Rg bezeichnet alle positiven reellen Zahlen inklusive der Null, R, alle negativen reellen Zahlen
inklusive der Null.) Durch zeichnen von Funktion und Umkehrfunktion sieht man, dass die Umkehr-
funktion sich geometrisch immer genau durch die Spiegelung der Funktion an der Hauptdiagonalen
ergibt (das stimmt immer, nicht nur bei f(z) = 2?).

f(x) bzw. f1(y)

Zu den in der Physik viel-genutzten Funktionen z3hlt auch die Exponentialfunktion f(x) = e*, die
die Umkehrfunktion Logarithmus naturalis f~(y) = In(y) hat:

fR=Ry, z—e" =f1Rf =R, y~In(y). (2.6)
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f(x) bzw. ~1(y)

~2 21 0 1 2

Fiir die trigonometrischen Funktionen f(x) = sin(z), f(z) = cos(x) und (x) = tan(z), die ja
periodisch in x sind, haben die Umkehrfunktionen wieder verschiedene Zweige. Bei diesen Umkehr-
funktionen nennt man den Zweig, der die Null einschlieBt, “Arkussinus” arcsin(y) (fiir den Sinus),
“Arkuskosinus” arccos(y) (fiir den Kosinus) und “Arkustangens” arctan(y) (fiir den Tangens). Diese
sind tabelliert, bzw. in Computern und Taschenrechnern eingespeichert. Fiir den Arkustangens gilt

zum Beispiel:

f:R—=R, awtan(z) = f':R— [—g, g] , Y+ arctan(y). (2.7)
27
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2.3 Skalarwertige Funktionen mehrerer Variablen

Eine Kamera kann auch Bilder von mehreren Objekten gleichzeitig machen. Genauso kdnnen auch
Funktionen so definiert werden, dass sie mehrere Eingangs-Objekte in ein End-Objekt abbilden — dass
sie also mehrere Variablen auf einen Funktionswert abbilden. Wir beschranken uns hier zunichst auf
Skalare als Funktionswerte. Ein Beispiel hierfiir ist eine Funktion, die zwei Zahlen x € R und y € R
die Summe der Quadrate zuordnet:
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fTRxR—=R, (r,9)—2°+9° (2.8)

In Worten: f ist eine Funktion von zwei reellen Zahlen (das ist die Bedeutung von R x R) in die
reellen Zahlen, die jedem Paar (z,y) den Wert 2% + 2. zuordnet. Es gilt also z. B. f(2,3) =
22 + 32 =449 = 13. Diese Funktion lisst sich wie folgt zeichnen:

f(x.y)

-5

T2 4
auffassen. Die Funktion f kann man dann als Funktion eines Vektors verstehen. Im konkreten Fall
ordnet diese Funktion dem Vektor 7 das Quadrat seines Betrages zu (vgl. Kapitel 1.1.3):

Man kann die Variablen, hier = und y, auch als Komponenten eines Vektors 77 = (Tl = (I)

f R Ry, 7 |F (2.9)
Hierbei haben wir R x R als R? geschrieben. Man identifiziert also

f(@,y) = fri,ma) = f(7).
Dieses Konzept lasst sich direkt auf Funktionen von beliebig vielen Variablen erweitern. Eine solche

Funktion weist einem n-Tupel von Eingangswerten (z1,...,x,) einen Funktionswert f(z1,...,x,)
u (der wieder eine Zahl ist). Das n-Tupel kann man auch als n-dimensionalen Vektor auffassen:

a1
T = 2 = fan%R, T f(f):f(x1,$2,...,xn)- (210)

T

In der Physik spielen solche Funktionen als (Skalar-)Felder eine groBe Rolle (siehe ein bisschen weiter
unten).
2.4 Vektorwertige Funktionen einer Variablen

Bisher haben wir nur Funktionen betrachtet, die einer oder mehreren Eingangsvariablen eine Zahl
zugewiesen haben. Dieses Konzept lasst sich dahingehend verallgemeinern, dass man einer oder meh-
reren Eingangsvariablen einen Vektor zuweist. Eine Situation, in der ein Vektor als Funktionswert
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zum Beispiel sinnig ist, ist die Angabe des Ortes eines Flugzeugs als Funktion der Zeit. Wahrend
des Fluges dndert sich sowohl die Stelle, iiber der das Flugzeug fliegt (seine z- und y-Koordinaten),
als auch seine Hohe (die z-Koordinate).

P R—=R te )= |y®)]. (2.11)

Eine vektorwertige Funktion kann man alternativ auch einfach als eine Menge von Funktionen
x(t),y(t), z(t) auffassen, die man einfach in einem Vektor untereinander schreibt — hier also die
Menge der Koordinaten des Flugzeugs als Funktion der Zeit (davon gibt es drei).

2.5 Vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen

Noch allgemeiner kann man Funktionen auch so definieren, dass sie einer Menge von m Eingangsva-
riablen x1, ..., x,, eine Menge von n skalaren Funktionen fi(z1,...,2m),. .., fu(Z1, ..., Tm) Zuwei-
sen, wobei n und m beliebige natiirliche Zahlen (ohne Null) sind. Die n Funktionen f;(z1,..., %)
fasst man nun wieder als einen n-komponentigen Vektor auf. Genauso kann man die m Varia-
blen als einen m-komponentigen Vektor auffassen. Man erhilt also eine Funktion, die einem m-
komponentigen Vektor von Variablen einen n-komponentigen Vektor als Funktionswert zuweist:

R SR, T=|...|=f@=] ... | = . (2.12)
T,

£.(7) Ful@se )

Eine “normale” Funktion erhilt man fiir n = 1 und m = 1. Eine skalare Funktion mehrerer Variablen
erhdlt man mit m > 1 und n = 1. Eine vektorwertige Funktion einer Variablen erhilt man mit
m=1n>1.
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2.6 Felder

In der Physik bezeichnet man mit dem Wort “Feld” eine GroBe ®, die jedem Punkt # im Raum
und jedem Zeitpunkt ¢ einen Wert ®(7,¢) zuordnet. Manchmal betrachtet man auch sogenannte
“statische” Felder ®(7), die nur vom Ort und nicht von der Zeit abhdngen. Ein Feld ist also letztlich

eine Funktion mehrerer Variablen. Abhangig von der Natur des Funktionswerts unterscheidet man
z. B.:

1. Skalarfelder: Ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt 7 zu jedem Zeitpunkt ¢ eine Zahl (Skalar)
zu. Beispiele sind:

e Temperatur T'(7't)
e Druck p(7,t)
e Dichte p(7, 1)

Oft interessiert man sich nicht nur fiir den Wert des Feldes an einem bestimmten Punkt
(7,t), sondern auch fiir sogenannte “Aquipotentialflichen” oder “Aquipotentiallinien”. Diese
sind definiert dadurch, dass das Feld auf Aquipotentialflichen einen konstanten Wert annimmt,
O(7,t) = Py = const.. Ein aus dem Alltag bekanntes Skalarfeld ist die Angabe von Hohe
iiber dem Meerespiegel h, die jedem Punkt der Erdoberfliche (z,y) zum Zeitpunkt ¢ eine
Hohe h(z,y,t) zuordnet (wobei man, da Berghdhen sich nur sehr langsam andern, die Zeit
t hier oft weglisst). Die Aquipotentiallinien der Hohe sind Linien konstanter Hohe — die aus
Wanderkarten bekannten Hohenlinien.

Hbéhe h(x,y,t)

Héhe h(z,y,t) Hohenlinien (Aquipotentiallinien von h(z, y,t))

2. Vektorfelder: Ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt 7 zu jedem Zeitpunkt ¢ einen Vektor zu.
Beispiele sind:

o clektrisches Feld E(7,1)

e magnetisches Feld B(7, )

e Geschwindigkeit einer Fliissigkeit ¢/(7,t)
e Kraft (oder auch Kraftfeld) F(7,t)
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Ein Vektorfeld wird dadurch dargestellt, dass man fiir einen gegebenen Zeitpunkt ¢ an jedem
Ort 7 den Vektor des Feldes auftrdgt. Als Beispiel hier das Feld der Windgeschwindigkeit
U(7,t) um das Auge eines Wirbelsturms herum (50 Meter iiber der Erdoberflache) fiir einen
Zeitpunkt ¢:
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3. Tensorfelder: der Funktionswert des Feldes ist ein Tensor n-ter Stufe

2.7 Folgen

Eine Folge ist Sequenz von durchnummerierten Objekten, also z. B. eine Sequenz von Zahlen. Das
i-te Objekt der Folge nennen wir a;. Als Indizes wahlt man normalerweise natiirliche Zahlen, i € IN.
Formal kann man eine Folge a auffassen als eine Abbildung von der Menge der Indizes i auf die
Objekte a;. Wenn wir die Menge der Objekte a; mit X bezeichnen, kann man eine Folge daher als

a:N—=>X, i aq (2.13)

schreiben. Von nun an betrachen wir unendliche lange Folgen von reellen Zahlen, d.h. X = R. Man
nennt eine Folge konvergent wenn die Zahlen a; sich mit zunehmend groler werdendem Index i
immer mehr einem konstanten Wert a., anndhern. Genauer gesagt ist eine Folge konvergent genau
dann, wenn

Ve>0 3In:la;—ax| <€ Yi>n. (2.14)

In Worten: “Fiir alle Zahlen € > 0 existiert ein Index n so, dass alle Folgenglieder a; mit i > n sich
von as, um weniger als e unterscheiden”. Andernfalls nennt man die Folge divergent. Ist die Folge
konvergent, so nennt man a., den Grenzwert oder Limes der Folge, und gibt dies wie folgt an:

lim a; = as. (2.15)

1—00

Selbstcheck:
Welche der folgenden Folgen ist konvergent?

n

1. Eine sogenannte “alternierende Folge” mit a,, = (—1)".
2. Eine sogenannte “harmonische Folge” mit a,, = %

3. Eine sogenannte “geometrische Folge” mit a,, = ¢", wobei ¢ eine reelle Zahl ist.
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2.8 Reihen

Eine Reihe bekommt man aus einer Folge indem man die Folgenglieder a; aufsummiert. Die j-te
“Partialsumme” s; ist dabei definiert als

J
sj:a1+a2+...+aj:Zai. (216)

=1

Die Folge der Partialsummen s; nennt man dann eine Reihe. Daher gilt fiir Reihen, genau wie
bei (anderen) Folgen auch, dass Reihen konvergent oder divergent sein kdnnen. Eine Reihe ist
konvergent, genau dann wenn

Ve>0 dn:ls; — s« <€ Vj>n, (2.17)
sonst ist sie divergent. Der Grenzwert der Reihe wird dann wie folgt angegeben:

lim s; = 5. (2.18)

Jj—00

Zusatzinformation: geometrische Reihe und vollstandige Induktion.

Eine wichtige Reihe ist die sogenannte geometrische Reihe mit den Partialsummen

j
8j = Zao ¢ mit ay,¢€R undj € IN. (2.19)

=0

Wann ist die geometrische Reihe konvergent? Hierzu miissen wir erst einmal die Partialsummen s;
berechnen — und zwar fiir jedes j. Da es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, j = 0,1,2,3, ...,
kénnen wir die Partialsummen sicherlich nicht explizit ausrechnen. Wir nutzen stattdessen die Be-
weistechnik der vollstandigen Induktion, die es erlaubt, eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen
j zu beweisen. Diese erfolgt nach dem Schema:

1. Induktionsstart: Beweise die Aussage fiir j = 0.
2. Induktionschritt: Beweise, dass wenn die Aussage fiir j gilt, sie auch fiir 7 + 1 gilt.

Hiermit beweist man die Aussage fiir alle j unter den Voraussetzung |q| # 1. Wir wollen diese
Technik also nutzen, um die Partialsummen s; der geometrischen Reihe fiir alle natiirlichen Zahlen
J zu bestimmen. Dazu miissen wir raten, welchen Wert s; annimmt. Vollstandige Induktion erlaubt
uns dann, das Geratene zu beweisen.

Um zu raten, was s; ist, schauen wir uns die ersten paar Glieder der Reihe an. Die kdnnen
wir einfach ausrechnen, und bekommen:

so=agq’ =agl=ag

s1=a0q’ +aoq =apl+apq=ag(l+gq)

so=aoq’ +aoq' +aoq® =aol+asqg=ao(1+q+¢°)

s3s=aoq" +aoq +aoq’ +aoq’ =agl+asqg=ao(1+q+¢+¢°)
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Diese kdnnen wir jetzt noch geschickt umschreiben (diese Umformung ist offensichtlich eine, die
man nicht unbedingt als ersten Ansatz raten wiirde, aber sie ist hilfreich!):

l1—gq
Sop = Qg = Qg
l—gq
(1-9)(1+q) L =g/
s1=ao(l+q)=a ——F———"=ao
(1-4q) 1—gq
1-q)(1 2 1 2 _g—q?— ¢ 1— 3
@Zadl+q+f)=m# Qi+a+q)  1ta+tg-g-¢-¢ _ 1-9g
(1-4q) 1—gq l—g
(1-9Q+q+¢*+¢° 149+ +¢—q—-¢—¢—¢"
ss=ao(1+q+¢+¢°) =ao = ap
( ) (1-4q) (I—4q)
1-— q4
= g
07— 7
Wir behaupten jetzt also, dass
1—g/tt
§; = ag ———
l—g¢q
ist. Dies beweisen wir mittels vollstandiger Induktion:
1. Induktionsstart:
1 — q 1 — q0+1
Sop = Qg = Qg = Qo v’
l—g¢q l—gq
2. Induktionschritt:
i r zun 1 — ¢t ] 1= j+1_|_1_ J+1
Siv1=5; + ag q]Jrl Vol aus;et u gao —q 1 ag q]+1 = ag q ( Q) q
l—g¢q l—g¢q
1 — gt 4 gt — i t2 1 —¢it?
=Qy = Qo v’
1—gq l—g¢q

Jetzt, wo wir wissen, welche Werte die Reihenglieder/Partialsummen s; annehmen, kdnnen wir uns
dem Grenzwert zuwenden. Laut der Voraussetzung weiter oben haben wir uns auf ¢ # 1 beschrankt.
Wir kénnen uns also auf zwei Fille beschranken:

e Fiir [¢| <1 gilt, dass lim;_,o, ¢/ = 0 ist. Also gilt:

1 —g¢/tt 1
lim s; = lim = .
Jj—00 j—0o0 1— q 1— q

Die geometrische Reihe ist also fiir |¢| < 1 konvergent und hat den Grenzwert s, = ﬁ.

e Fiir |¢| > 1 gilt, dass lim;_,, ¢/ divergiert (fir ¢ > 0 gilt lim;_,,, ¢/ = 400, was divergent
ist; fiir ¢ < 0 ist s; eine Folge von Partialsummen mit abwechselndem Vorzeichen und immer
groer werdendem Betrag - also auch divergent). Somit ist auch die geometrische Reihe fiir

lg| > 1 divergent.
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Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

Definition von Abbildung und Funktion verstehen.

Funktionen mathematisch genau angeben kdnnen (inkl. Definitions- und Wertebereich).
Verstehen, was eine Umkehrfunktion ist und wissen, wie man sie im Prinzip berechnen kann.
Verstehen, wann Umkehrfunktionen eindeutig sind, und wann sie verschiedene Zweige haben.

Einige wichtige Umkehrfunktionen kennen (nicht auswendig die Funktionswerte kennen, aber
wissen, wozu diese die Umkehrfunktionen sind):

— Logarithmus naturalis
— Arkussinus
— Arkuskosinus

— Arkustanges
Verstehen, was eine skalarwertige Funktion mehrerer Variablen ist.
Verstehen, was eine vektorwertige Funktion einer oder mehrerer Variablen ist.
Die Definition von und einige Beispiele fiir Felder kennen.
Wissen, was eine Reihe ist.
Wissen, was eine Folge ist.

Wissen, was es heillt, wenn eine Reihe oder Folge konvergiert bzw. divergiert.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heillen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 3

Rechnen mit Indizes: Matrizen und
Tensoren

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Rechenoperationen fiir Matrizen eingefiihrt, was uns
dann zum Rechnen mit Indizes fiihrt. Eine Matrix ist eine Anordnung von Zahlen in einem Tabel-
lenschema. Die Tabelle kann dabei beliebig viele Zeilen und Spalten haben. Anders als eine normale
Tabelle, die man wie folgt schreibt,

| | Spalte 1 | Spalte 2 | Spalte 3 | Spalte 4 |

Zeile 1 1 3 4 5
Zeile 2 4 3 1 9
Zeile 3 9 4 3 1
wird eine Matrix durch groRe Klammern begrenzt:
100 3
A= 21 oder B = —4 1240 oder C=10 10 oder D= |-2
1 3 4 1 —4 8 00 1 0

Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten nennt man eine (m x n)-Matrix. Bei den obigen Beispielen
ist also A eine (2 x 2)-matrix, B eine (2 x 4)-Matrix und C eine (3 x 3)-Matrix. Am Beispiel D sieht
man, dass man einen (Spalten-)Vektor mit n Eintrdgen also auch als eine (n x 1)-Matrix auffassen
kann!

3.1 Matrizen: wichtige Eigenschaften und Rechenregeln

3.1.1 Benennen der Eintrage

Um mit Matrizen rechnen zu kdnnen miissen wir erst ein mal die einzelnen Eintrdge der Matrix
benennen kénnen. Hier verfahren wir im wesentlichen wie bei Tabellen: wir benennen jeden Eintrag
durch die Zeile und Spalte, in der er steht: der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer
Matrix M wird M;; (oder auch m;;) genannt. Im Beispiel also

Cll C’12 013

A= (AH A12) oder B = (BH 812 Blg 814) oder C= 021 022 023
A21 A22 BQI B22 B23 BQ4
031 C’32 C{33

Als Merkregel gilt also:

M = gesamte Matrix , M;; = ein Eintrag der Matrix (jener in der i-ten Zeile und j-ten Spalte).

33



3.1.2 Addition und Subtraktion von Matrizen
Wenn zwei Matrizen gleich groBR sind, sie also beide (m x n)-Matrizen sind (mit gleichem m

und n), so kdnnen sie addiert und subtrahiert werden. Das passiert dann einfach elementweise:

Ga-Go=Gsmn-(C1a)

3.1.3 Multiplikation mit Skalaren

Im Beispiel:

Ist A eine Matrix und A ein Skalar, so ist die Multiplikation von M mit X\ elementweise definiert:

o (14 _ (31 34\ _ (3 12
2 9) 7 \3.2 3.9/ \6 27)°

3.1.4 Multiplikation von Matrizen

Im Beispiel:

Aus zwei Matrizen A und B kann man genau dann eine neue Matrix C' = A B durch Matrixmul-
tiplikation bilden, wenn die Matrizen “passende” Dimensionen (GroBen) haben. Passend bedeutet
dabei dass die Anzahl von Spalten in A gleich der Anzahl der Zeilen in B sein muss. Ma-
thematisch ausgedriickt bedeutet das:

Sei A eine (m x n)-Matrix. Das Matrixprodukt von A B von A mit einer Matrix B ist definiert
genau dann, wenn B eine (n X p)-Matrix ist. Es gilt dann:

C=AB & Cy;=)» AyBy (3.3)
k=1
J
J
(e E)- o
\
n
> Aw - By = Cij
k=1

Da der Index i in der obigen Formel nur bei A;;, vorkommt sieht man, dass er die Werte i = 1,2,...,m
annehmen kann. Der Index j kommt nur bei By, vor, und kann also Werte j = 1,2, ..., p annehmen.

Es gilt also:
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Das Produkt einer (m x n)-Matrix mit einer (n x p)-Matrix ist eine (m x p)-Matrix.

Achtung: Anders als bei Zahlen ist die Multiplikation von Matrizen nicht kommutativ: A B # B A
(auBer in ein paar wenigen Ausnahmen).

3.1.5 Transposition

Die “Transponierte” einer Matrix erhidlt man dadurch, dass man Zeilen und Spalten vertauscht
(aus der i-ten Zeile wird die i-te Spalte). Man kennzeichnet sie mit einem hochgestellten T'. Es gilt
also:

Im Beispiel:
1 4 1 2 2o L0 g g
_ _ AT _ _ _ T _
A—(2 9)@B—A —(4 9) oder C=1|5 8 4 3|&D=C" = 1 4
0 3

Die Transponierte einer (m x n)-Matrix ist also eine (n x m)-Matrix.

3.1.6 Einige wichtige Arten von Matrizen

e Eine quadratische Matrix hat ebensoviele Zeilen wie Spalten, und ist also eine (n X n)-
Matrix. Bei quadratischen Matrizen M nennt man die Eintrdge M;; die Eintrdge auf der
Hauptdiagonalen.

e Eine Einheitsmatrix ist eine quadratische Matrix, in der alle Eintrage auf der Hauptdiagonalen
1 sind und alle weiteren Eintrage 0. Einheitsmatrizen werden auch mit 1 bezeichnet, manchmal
auch noch mit der Angabe der Dimension als Index. Die (3 x 3)-Einheitsmatrix ist zum Beispiel
gegeben durch

I3y3 =

O O =
O = O
—_— O O

e Eine symmetrische Matrix erfiillt M = M7”, wie zum Beispiel

M = =M,

Ot =~

7
8
1

S = Ot

3.2 Spur

Eine wichtige KenngroRe von quadratischen Matrizen ist ihre Spur (mit Symbol “Sp” oder “tr" fiir
das englische “trace”). Diese ist definiert als die Summe der Elemente auf der Hauptdiagonalen:

Aist (n x n)-Matrix = Sp(A) = ZA” (3.5)
i=1
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Im Beispiel:

2

9 = Sp(A)=14+4+9=14.

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Spur in der Physik findet sich in der Thermodynamik. Dort wird
der Mittelwert einer Messung, die eine GroBe O misst, durch O bezeichnet. Man kann dann zeigen
(sieche Vorlesung Thermodynamik!), dass dieser Mittelwert sich als O = Sp(p O) berechnet, wobei

p “statistischer Operator” oder “Dichtematrix’ genannt wird. Die Spur hat eine Reihe hilfreicher
Eigenschaften (hier seien A, B und C' (n x n)-Matrizen):

e Spur von Summen von Matrizen: Sp(A; A + X2 B) = A1 Sp(A) + A2 Sp(B).
e Spur von Transponierten: Sp(AT) = Sp(A).
e Spur von Produkten von Matrizen ist “zyklisch”: Sp(A B C') = Sp(BC A) = Sp(C' A B).

Rechenaufgabe:
Berechnen Sie folgende Spur:

Sp(AB-3C) =

3.3 Inverse Matrix

Eine weitere in der Physik wichtige Eigenschaft von quadratischen Matrizen ist, dass manche
davon eine sogenannte “Inverse” haben. Die Inverse einer (n x n)-Matrix A, bezeichnet mit A™!, ist
so definiert, dass

AA =1, = A" Al (3.6)

Eine solche Inverse Matrix A~! existiert genau dann, wenn die Determinante der
Matrix Det(A) # 0 ist (Determinante: siehe Kapitel 3.4).
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Die Berechnung der Inversen einer Matrix, falls sie existiert, ist im Allgemeinen eine komplizierte
Aufgabe. Fiir (2 x 2)-Matrizen gilt folgende halbwegs einfache Formel:

_fa b 1 1 d —=b
A_(C d) & A _ad—bc(—c a).

Im allgemeinen Fall berechnet man die Inverse einer (n x n)-Matrix A mit dem GauR-Jordan-
Verfahren. Dieses hat folgende Schritte:

1. Erweitere die Matrix A mit der Einheitsmatrix 1,,5,,:

A11 Aln 1 ... 0
A = : S lo .0
Ay .. A, 10 01

2. Fiihre so lange “elementare Zeilenumformungen” durch, bis die linke Seite der erweiterten
Matrix zu einer Einheitsmatrix umgeformt ist. Elementare Zeilenumformungen sind:

e Multiplizieren einer Zeile (jedes Eintrags der Zeile) mit einem Skalar.
e Vertauschen von Zeilen.

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen (wieder Eintrag fiir Eintrag)

3. Die rechte Seite (rechts des vertikalen Trennungsstrichs) ist dann die Inverse A~

11

2 310
4= (1101)

Als Beispiel berechnen wir die Inverse der Matrix A = (2 3):

1. Erweitern der Matrix:

2. Elementare Zeilenumformungen:

(a) Ziehe das Doppelte von Zeile 2 von Zeile 1 ab:

2 3/1 0 _ 0 1|1 -2
1 110 1 1 1]0 1

(b) Ziehe Zeile 1 von Zeile 2 ab:

0 1]1 -2 R 0 1] 1 -2
1 1]0 1 1 0/-1 3

(c) Vertausche Zeilen 1 und 2:
0 1|1 =2 . 1 0/-1 3
1 0/—-1 3 0 1|1 =2
L (-1 3
=1

Man kann jetzt in der Tat iiberpriifen, dass AA™' =1 = A1 A,

3. Lese ab:
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3.4 Determinante

Eine weitere wichtige KenngroRe einer quadratischen Matrix M ist ihre Determinante, die das
Symbol “Det(M)" oder “det(M)" oder “|M|" hat. Die Determinante einer (n x n)-Matrix A ist wie
folgt definiert

A11 e Aln
A= = Det(A) = Z sgn(a) Alyg(l) . A2’0(2) e Anyg(n).

Anl ce Ann o Permutation von 1 bisn

(3.7)

Hierbei ist eine “Permutation” der Zahlen 1 bis n ein “Durcheinanderwiirfeln” der Folge der Zahlen
1 bis n. Das “Vorzeichen der Permutation” mit dem mathematischen Symbol sgn(o) ist entweder
+1 oder —1. Es ist +1 wenn die Zahl der Transpositionen (Vertauschung benachbarter Zahlen), die
ndtig ist, um von der urspriinglichen Folge zur Permutation zu kommen, gerade ist (und —1 sonst).
Also im Beispiel: Die Zahlen 1 bis 3 haben folgende Permutationen:

123 (sgn = +1), 231 (sgn = +1), 312 (sgn = +1), 132 (sgn = —1), 321 (sgn = —1), 213 (sgn = —1).
Fiir eine gegebene Permutation o ist o(j) die j-te Zahl der Permutation. Also gilt fiir o = 312, dass
0(1)=3,0(2)=1und o(3) = 2.

3.4.1 Determinante einer (1 x 1)-Matrix
Die einfachste quadratische Matrix ist eine (1 x 1)-Matrix. Es gilt dann:

M; = (a) = Det(M)=a. (3.8)

3.4.2 Determinante einer (2 x 2)-Matrix

Bei einer (2 x 2)-Matrix folgt aus der allgemeinen Definition in Gleichung (3.7):

M, = (Z Z) =  Det(My) =ad—bc. (3.9)
Graphisch kann man sich die Determinante von (2 x 2)-Matrixen so merken:

Determinante = + (Produkt der Diagonalelemente) - (Produkt der nicht-Diagonalelemente).

v

' a. b
‘ A

3.4.3 Determinante einer (3 x 3)-Matrix

_|_

Fiir (3 x 3)-Matrizen folgt aus der allgemeinen Definition in Gleichung (3.7):

a b c
Mz=|d e f = Det(M;3) =aei+bfg+cdh—gec—hfa—1idb. (3.10)
g h 1
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Graphisch kann man sich die Determinante von (3 x 3)-Matrixen wie folgt merken. Man schreibt
die Matrix zwei Mal nebeneinander und bildet dann:

Determinante = + (Produkt der “Diagonalelemente”) - (Produkt der “nicht-Diagonalelemente”).

.1 vYy
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3.4.4 Determinanten von (n x n)-Matrizen: Entwicklungssatz

Die einfachen Regeln/Bilder zur Berechnung von Determinanten funktionieren nur fiir die obigen
Falle. Bei groReren Matrizen muss die allgemeine Formel (3.7) angewandt werden. Man kann sich
das Leben aber ein bisschen leichter machen, indem man den Entwicklungssatz von Laplace nutzt
(der auf obiger Formel beruht). Man kann entweder nach Zeilen oder Spalten entwicklen, und wir
betrachten hier die Entwicklung nach Zeilen. Fiir eine (n x n)-Matrix A definieren wir jetzt noch die
Matrizen A(i5), die aus der Matrix A durch das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Danach wahlt man sich eine beliebige Zeile i aus. Der Entwicklungssatz fiir die Determinante besagt
dann:

n

Det(A) =) (—1)"" Aj; Det(A(ij)). (3.11)

j=1
Dieses gilt fiir jede beliebige Wahl der Zeile i. Analog kann man auch nach einer beliebigen Spalte

j entwicklen:

n

Det(A) =) (—1)"" Ay; Det(A(ij)). (3.12)

i=1

Auch dies gilt wieder fiir jede Spalte j. Die Entwicklung kann man dann iterativ so lange wiederholen,
bis man z.B. nur noch Determinanten von (3 x 3)-Matrizen berechnen muss. Als Beispiel kdnnen
wir aber auch die Determinante einer (3 x 3)-Matrix liber den Entwicklungssatz bestimmen (hier
Entwicklung nach der ersten Spalte):

D @ boc e f b c b ¢

et|d e f| =aDet no — dDet noi + g Det f
g b i 1 e
=a(ei—hf)—d(bi—hc)+g((bf—ec).

Dies stimmt in der Tat mit Gleichung (3.10) iiberein.
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3.4.5 Rechenregeln fiir Determinanten
Auch fiir Determinanten gibt es eine Reihe hilfreicher Rechenregeln:
e Determinante eines Produkts von Matrizen: Det(A B) = Det(A) Det(B).
e Determinante des Produkts einer (n x n)-Matrix mit einem Skalar A\: Det(AA) = A" Det(A).

e Determinante der Transponierten: Det(A) = Det(AT).

o Determinante der Inversen: Det(A™!) = —Detl(A)-

e Die Determinante einer Matrix bleibt unverandert, wenn man das Vielfache einer Spalte zu
einer anderen Spalte hinzuzahlt.

o Die Determinante einer Matrix bleibt unverandert, wenn man das Vielfache einer Zeile zu einer
anderen Zeile hinzuzahlt.

e Die Determinante einer Matrix, in der zwei Spalten (oder zwei Zeilen) Vielfache voneinander
sind, ist Null. Ebenso ist die Determinante einer Matrix, in der alle Eintrdge in einer Spalte
(oder Zeile) Null sind, gleich Null.

3.5 Rechnen mit Indizes: Summenkonvention, Kronecker-
Delta und Levi-Civita-Tensor

Beim Rechnen mit Matrizen, Vektoren und Tensoren haben wir zur Definition der Rechenoperationen
immer auf die einzelnen Eintrage zuriickgegriffen (bei einem Vektor ¢ auf die Komponenten v;, bei
einer Matrix M auf die Eintrage M;;, und ebenso bei Tensoren mit Eintragen 7;; ,. Obwohl viele
Physiker am Anfang ihres Studiums die Tendenz haben, Vektoren und Matrizen voll und ganz
auszuschreiben (dann erkennt man einfach besser, wie das komplette Objekt aussieht), ist es mit
ein bisschen Ubung oft schneller und einfacher, Rechnungen in Komponenten durchzufiihren. Als
Beispiel erinnern wir uns an die Definition des Skalarprodukts zweier n-komponentiger Vektoren @
und b, und dem Matrixprodukt der (n x k)-Matrix A mit der (k x m)-Matrix B:

n k
c?b:Zalb, und Cij :ZAipoj.
i=1 p=1

Um beim Rechnen mit Indizes Zeit zu sparen, nutzt man oft die Einsteinsche Summenkonven-
tion:

Wenn Indizes auf einer Seite der Gleichung doppelt vorkommen und iiber alle
moglichen Werte des Index summiert wird, dann kann man das Summenzeichen
einfach weglassen.

In der Summenkonvention wird das Summenzeichen also einfach weggelassen, durch den doppelt
auftretenden Index ist es aber implizit. Die Summation wird — beim Rechnen mit der Summenkon-
vention — also trotz des weggelassenen Summenzeichens ausgefiihrt. In unserem Beispiel kdnnen wir
z. B. annehmen, dass wir wissen, wieviele Komponenten die Vektoren und Matrizen haben. Dann
schreiben wir mit der Summenkonvention:

652 a; bz und Cij :Aipoj'

Hier macht es jetzt Sinn, Indizes in zwei Klassen zu unterteilen:
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e Ein Laufindex ist ein Index, iiber den summiert wird (bzw. der bei Nutzung der Summenkon-
vention doppelt auftritt). In unserem Beispiel ware beim Skalarprodukt @ - b i ein Laufindex,
ebenso p beim Matrixprodukt.

e Ein freier Index ist ein Index, iiber den nicht summiert wird. Im Beispiel hat das Skalarprodukt
keinen freien Index, bei C;; = A;, B,; sind aber i und j freie Indizes.

Beim Rechnen mit Indizes und der Summenkonvention sollte man auf folgendes besonders achten:
o Freie Indizes diirfen nicht umbenannt werden, Laufindizes schon.
e Wenn ein Index in einem Term doppelt auftritt, wird iiber ihn summiert.

e ¢; hingegen impliziert keine Summe, sondern ist einfach die i-te Komponente des Vektors ¢.
Ebenso impliziert a; a; a; keine Summe.

Wenn wir die Summenkonvention nutzen, diirfen wir Potenzen von Termen mit Indizes nicht einfach
ausfiihren — sonst wissen wir nicht mehr, wie wir summieren miissen! Beispiele sind:

o \Jaiar # |ag|: es gilt \/ar ar — >, \/ak ar = Y, |ax|, wohingegen |aj| der Betrag der k-ten

Komponente des Vektors d ist.

o ajar # ai: es gilt ayar, — >, arax = Y, ai, wohingegen ai das Quadrat der k-ten
Komponente des Vektors a ist.

3.5.1 Das Kronecker-Delta

Oftmals braucht man in der Physik ein mathematisches Objekt, das besagt: “Wenn genau diese
Bedingung erfiillt ist, so folgt jenes’. Beim Rechnen mit Indizes braucht man zum Beispiel oft ein
Objekt, das einen bestimmten Index auswahlt. Hierzu definieren wir das sogenannte “Kronecker-
Delta” wie folgt:

1 ,i=j
! {0 ,sonst . ( )
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass ¢;; gerade die Komponenten einer Einheitsmatrix sind.

Achtung beim Rechnen mit der Summenkonvention: wenn man den Index i als Laufindex
ansieht, der n Werte annehmen kann, und die Summenkovention nutzt, so gilt

=1

i=1

3.5.2 Der Levi-Civita-Tensor / Epsilon-Tensor

Ein anderes hilfreiches Objekt beim Rechnen mit Indizes ist der sogenannte Levi-Civita-Tensor. Da
dieser Tensor immer das Symbol ¢;;;, hat, wird er auch Epsilon-Tensor genannt. Der Levi-Civita-
Tensor hat folgende Definition:
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1 ,ijk Permutation von 123 mit Vorzeichen + 1 (“gerade Permutation”)
€ijk = & —1 ,ijk Permutation von 123 mit Vorzeichen — 1 (“ungerade Permutation”) (3.14)

0 , sonst.

Explizit gilt also

1 ijk € {123,231,312}
ek = { —1 ijk € {132,321,213} (3.15)

0 , sonst.

Aus der Definition folgt, dass der Levi-Civita-Tensor sein Vorzeichen dndert, wenn man zwei Indizes
vertauscht, also z. B. €, = —¢j;, (man sagt auch, dass €;;;, “total antisymmetrisch” ist).

Warum ist dieses seltsame Objekt hilfreich? In der Physik tritt es immer wieder auf, weil man
es zum Berechnen von Kreuzprodukten in der Indexschreibweise braucht. Kreuzprodukte wiederum
sind in der Physik wirklich sehr wichtig, zum Beispiel bei der Lorentz-Kraft, die ein Teilchen der
Ladung a in einem Magnetfeld B erfihrt, wenn es sich mit Geschwindigkeit & bewegt,

FLorentz =qu X B.

Wir erinnern uns: bei zwei Vektoren @ und 5gi|t fir das Kreuzprodukt:

ai by azbs — azby
a= as und b= bg = C=axb= a3b1 — a1b3
as bs aiby — ashy

In Komponenten und mit Einsteinscher Summenkonvention sieht das Kreuzprodukt wie folgt aus:

oL
|
QL
X
Sl

& ¢; = €, a; by. (3.16)
So gilt zum Beispiel:

c1 = (+1)azsbs + (—1) agby = €123 a2 by + €130 az by = €155 a; b;.
Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass €;;; = 0 ist falls ij nicht die Werte ij = 23 oder ij = 32

hat. Fiir das Rechnen mit dem Levi-Civita-Tensor gibt es noch folgende hilfreiche Rechenregeln (alle
mit Summenkonvention):

€ijk €imn = 5jm 5kn - 5jn 5km~ (317)
€ijk €ijn = 2 Okn- (3.18)
€ijk €ijk = 6. (319)
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Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

e Grundlegende Matrizenrechnung beherrschen: Addition, Subtraktion, Mulitplikation mit Ska-
laren, Transpotition, Matrixmultiplikation.

e Wissen, was eine inverse Matrix ist.

e Die Spur einer Matrix berechnen kdnnen.

e Wissen, wie man Determinanten von (2 x 2)-Matrizen und (3 x 3)-Matrizen ausrechnen kann.
e Den Entwicklungssatz von Laplace kennen und anwenden kdnnen.

e Die Definition von Kronecker-Delta und Levi-Civita-Tensor kennen.

e Mit Indizes rechnen kdnnen (braucht Ubung, wird irgendwann schon).

e \erstehen, dass Matrizen lineare Abbildungen definieren.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heillen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 4

Basiswechsel, Eigenwerte und
Eigenvektoren

In diesem Kapitel wenden wir uns folgendem Problem zu: oftmals ist es in der Physik einfach, die
Formel fiir ein Problem in einem bestimmten Koordinatensystem K aufzustellen. Die Lésung der
Gleichung ist aber vielleicht in einem anderen Koordinatensystem K’ einfacher, ndmlich in genau
dem, in dem z. B. die Matrizen, die das physikalische System beschreiben, besonders einfach sind.
Wie identifiziert man das “optimale” Koordinatensystem fiir eine gegebene Rechnung?

4.1 Matrizen als Abbildungen

Eine wichtige Erkenntnis dieses Kapitels ist, dass Matrizen Abbildungen beschreiben/definieren/sind.
Um das zu verstehen betrachen wir das (Matrix-)Produkt einer (m x n)-Matrix M mit einem n-
komponentigen Vektors . Das Produkt M ¢ ist nach den Rechenregeln des letzten Kapitels eine
(m x 1)-Matrix, also ein m-komponentiger Vektor w:

Miy=w mit w; = Mij (] (41)

(hier nutzen wir die Summenkonvention, ohne Summenkonvention wiirden wir fiir die i-te Kompo-
nente von w schreiben, dass w; = > 7, M;;v;). Gleichung (4.1) besagt, dass die Matrix M aus
dem Vektor v den Vektor @ macht. Anders gesagt:

Die Matrix M bildet den Vektor ¥ auf den Vektor i ab.

Lebt der Vektor ¥ im Vektorraum V und der Vektor @ im Vektorraum W, so definiert die Matrix
M folgende Abbildung M:

MV =W, ¥ M@)=Mu. (4.2)

Die Matrixmultiplikation ist linear: das Endergebnis hdngt nur linear von den Komponenten des
Eingangsvektors ab. Somit beschreiben Matrizen nur eine spezielle Klasse von Abbildungen: lineare
Abbildungen. Eine wichtige Anwendung solcher linearen Abbildungen sind Drehungen eines Vektors.
Betrachten wir zum Beispiel hier die Drehung eines zwei-dimensionalen Vektors 7 in der Ebene um
einen Winkel ¢. Wenn wir den gedrehten Vektor « nennen, so gilt:

S L ~ [cos(¢) —sin(¢)
W=Dy mit Dy= <sin(gz5) cos(®) ) : (4.3)
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Das konnen wir mir folgendem Beispiel tiberpriifen. Wir starten mit einem Vektor ¢ entlang der
x-Achse, den wir um einen Winkel ¢ drehen:

o= (5) = - o= () ) () - (ong

Da der Vektor durch die Drehung seine Lange nicht geandert hat, gilt |0] = |@| = |v|. Somit gilt
(fiir v =v > 0)

. (v cos(¢)

v (U sin(gb)) '

Mit der geometrischen Definition von Kosinus als “Ankathete durch Hypothenuse” und Sinus als
“Gegenkathete durch Hypothenuse” und mit || = || entspricht das genau dem Ergebnis der
Drehung:

<

4.2 Eigenvektoren und Eigenwerte

Im folgenden betrachten wir wieder quadratische Matrizen. Das bisher in diesem Kapitel besprochene
bedeutet fiir diese, dass (n x n)-Matrizen Vektoren mit n Komponenten auf andere Vektoren mit n
Komponenten abbilden. Im Allgemeinen sind die Eingangs- und Endvektoren ©' und @ unterschiedlich
(wie wir das bei der Drehung gesehen habe). Es kann aber sein, dass es spezielle Vektoren gibt, bei
denen die Matrix den Vektor auf einen Vektor abbildet, der in die selbe Richtung zeigt wie der
urspriingliche Vektor (der Endvektor ist also Vielfaches des Anfangsvektors). Diese Vektoren sind
fir die Abbildung offensichtlich irgendwie speziell (wie genau ist hier noch unklar). Wir fragen also:
sei M eine (n x n)-Matrix — gibt es einen Vektor U, der auf sich selbst oder ein Vielfaches von sich
selbst abgebildet wird? Dies entspricht der Gleichung

M7 <7, (4.4)

wobei A eine Zahl ist. Wenn es einen solchen Vektor gibt, so nennen wir ¢ einen Eigenvektor
der Matrix M, und X\ den Eigenwert zum Eigenvektor . Je nachdem, welche Matrizen und
Vektoren wir uns anschauen, muss es nicht unbedingt Eigenvektoren geben: die Drehmatrix Dy, die
eine Drehung der Vektoren in der Ebene um einen Winkel ¢ beschreibt, hat fiir ¢ £ 0, 27, 47, 67, . ..
keinen Eigenvektor (zumindest keinen, der aus reellen Zahlen besteht). Das macht Sinn, denn D,
dreht jeden Vektor um einen Winkel ¢. Dabei dndert sich offensichtlich die Richtung jedes Vektors.

4.2.1 Berechnung der Eigenwerte

Um die Eigenwerte zu berechnen, formen wir Gleichung (4.4) wie folgt um:

MT—ATG= (M —A,y,) T=0. (4.5)
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Man kann zeigen, dass diese Gleichung genau dann von einem Vektor ' £ 0 gelost werden kann,
wenn Det(M — A 1,,4,,)=0 ist. Um die Eigenwerte einer (n x n)-Matrix M zu bestimmen, betrachtet
man also das sogenannte “charakteristische Polynom™:

Det (M — A1) = 0. (4.6)

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Polynom vom Grad n in A. Jede Losung A der Gleichung ist
ein Eigenwert der Matrix M zu einem Eigenvektor.

Bei einer (n x n)-Matrix gibt es im Allgemeinen n Eigenwerte und n Eigenvektoren — zumindest bei
den sogenannten “diagonalisierbaren” Matrizen (siehe Kapitel 4.5), auf die wir uns hier beschrénken
wollen, denn diese sind in der Physik besonders wichtig. Wenn ein bestimmter Wert von X eine
Nullstelle der Vielfachheit m (auch: der Ordnung m, bzw. der Multiplizitdt m) ist, so gibt es m
Eigenvektoren mit dem gleichen Eigenwert A (auch fiir dieses Statement beschranken wir uns, ganz
genau genommen, auf diagonalisierbare Matrizen). In unserem obigen Rechenbeispiel ist zum Bei-
spiel fir a = b =3, ¢ = 1 der Wert A = 3 eine Nullstelle zweiter Ordnung des charakteristischen
Polynoms, und es gibt zwei verschiedene Eigenwerte, die beide den Eigenwert 3 haben.

4.2.2 Berechnung der Eigenvektoren

Ein Eigenvektor ¥ zum Eigenwert X 16st laut Defintion die Eigenwert-Gleichung
(M —\1) & =0.

Wenn wir diese Geichung in Komponenten schreiben, erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir
die Komponenten des Vektors 0 der Vergleich von Gleichungen (B.1) und (4.7a) zeigt, dass wir den
Vektor ¥ wie in Anhang B beschrieben finden kénnen, wenn wir & = v, b=0und A= M — A, xn
setzen. Beachte: dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen. Denn erfiillt ¢’ die Gleichung
M ¢ = A\, so erfiillt auch o ¥ die Eigenwert-Gleichung zum selben Eigenwert (wobei « irgendeine
Zahl ist):

M=\ = M(al)=aMi=alt=X(a?).

In der Praxis versucht man aber oft, die Eigenvektoren zu raten (das geht meistens schneller).

4.3 Basiswechsel und Vektoren

In Kapitel 1.1.4 haben wir gesehen, dass die Darstellung eines Vektors von der gewadhlten Basis
abhangt. In diesem Kapitel haben wir implizit bisher immer eine feste Basis genutzt und konnten
so z. B. in Kapitel 4.1 die Vektoren ¢ und @ in Komponenten darstellen. Jetzt wollen wir noch
das Konzept des Basiswechsels einfiihren. In Kapitel 1.1.4 haben wir als Beispiel einen Vektor @
betrachtet, der “schrdg” im Standard-Koordinatensystem /' mit der Basis B = {€,,€,} liegt (€x(y)
ist der Einheitsvektor in z(y)-Richtung):

Y

1 a
Cy
B €T
€y, 1
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Im Koordinatensystem K hat der Vektor die Darstellung

=)
A = 1)

(Hier haben wir den Index K, der das Koordinatensystem spezifiziert, zur Klarheit wieder explizit
angegeben). Wir haben weiterhin ein gedrehtes Koordinatensystem K’ mit der Basis B’ = {é;, e,

betrachtet, in dem die z’-Achse genau parallel zu @ liegt:

Y

/
x/

S]]

Im Koordinatensystem K’ hat der selbe Vektor @ die Darstellung (siehe auch Gleichung (1.4))

o (2.

Offensichtlich gelangen wir von den Basisvektoren der urspriinglichen Basis 13 zu den Basisvektoren
der Basis B’ durch eine Drehung, im konkreten Fall durch eine Drehung um einen Winkel ¢ = 7/4
(= 45°). Die entsprechende Drehmatrix ist

11
Dm:(f f)
Vi vl

Die Darstellung der neuen Basisvektoren in der alten Basis l3sst sich also aus der Darstel-
lung der alten Basisvektoren in der alten Basis wie folgt gewinnen:

1

€, hat in alter Basis die Darstellung €, x" =Dx /s ((1)) =], (4.7a)
V2
_ 1

€, hat in alter Basis die Darstellung €, ' =Dy /o ((1)) = ( lﬁ) : (4.7b)
V2

Das Konzept des Basiswechsels bei einer Drehung lasst sich auf beliebige Basiswechsel erweitern. Im

folgenden betrachten wir nicht mehr nur zweidimensionale Vektoren, sondern Vektoren im R™ (also
n-dimensionale Vektoren aus reellen Zahlen). Der R™ hat die Orthonormalbasis 5 = {é1, ..., é,}.
Die Darstellung des Einheitsvektors €; in der alten Basis sind Spaltenvektoren mit einer 1 in der i-ten
Zeile (und Nullen sonst), z. B.

Wir wollen jetzt einen Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis 5’ = {€],...} machen.
In der alten Basis soll die Darstellung der neuen Basisvektoren in der alten Basis mittels
einer Abbildungsmatrix U mit Eintragen (konkreten Zahlen) U;; aus der Darstellung der alten
Basisvektoren in der alten Basis hervorgehen:
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)/ O .
Ci,l €i,1

o o . . . .
e =Ue¢ x bzw. Cao|l =U | €2 fir alle Basisvektoren 7. (4.8)

Hier ist ¢; ; die j-te Komponente der Darstellung von €; in der alten Basis 13, wohingegen ¢; ; =

7

d;; die j-te Komponente der Darstellung von €; in der alten Basis B ist. Hieraus folgt, dass die
Matrix U einfach durch das spaltenweise nebeneinander-schreiben der Darstellungen ¢; ' der neuen
Basisvektoren in der alten Basis entsteht:

U = (P?]’K/ (?27[(/ ‘e (?,17[(/) . (49)
Im Fall der Drehung ist die Transformationsmatrix U also nach Gleichungen (4.7) durch

11

V2 V2

gegeben. Die Darstellung eines Vektors o in der urspriinglichen Basis ist ein Spaltenvektor mit
Eintragen v;, die durch die Zerlegung des Vektors in die Basisvektoren definiert ist:

T=Y 08 — v;=0-8. (4.11)
J

In der neuen Basis ist die Darstellung des Vektors ¢ ein Spaltenvektor mit Eintragen v.. Sie sind
definiert durch

U:Zv;é’i — v =0-¢,. (4.12)
i
Dargestellt in der alten Basis erhalten wir daher, dass

€51 €i,1
e .
v, =0-€ = E v; | €2 U | G2 (4.13)
j . .

Da nur die i-te Komponente von ¢; eins ist und alle anderen Komponenten Null sind, ¢, ; = 9,5, gilt
also:

v = _ Vi Uji = Z Uj (UT)U = Z (UT)ij Yi- (4.14)

J J J

Wir finden also, dass der Spaltenvektor der Darstellung von ¥ im neuen Koordinatensystem K / in
der neuen Basis B’ (mit Komponenten v}) und der Spaltenvektor der Darstellung von ¢ im alten
Koordinatensystem /& / in der alten Basis 3 (mit Komponenten v;) wie folgt zusammenhangen:

T =UT 0 bzw. [v3 | =07 | v (4.15)
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Man kann weiterhin zeigen (siehe Ubung), dass U? = U~! bei Basiswechseln zwischen Orthonor-
malbasen des R" ist.

In Summe ergibt sich also folgendes Kochrezept, um von der Darstellung /5 eines Vektors ¢ € R"
in einem Koordinatensystem /i’ mit Orthonormalbasis B = {¢}, é, . .., €, } zur Darstellung U dieses
Vektors in einem Koordinatensystem K’ mit Orthonormalbasis B’ = {é,¢é}, ..., €]} zu bekommen:

1. Finden Sie die Darstellung ¢ ;. der neuen Basisvektoren in den alten Koordinaten.

2. Stellen Sie die Transformationsmatrix U wie in Gleichung (4.9) gegeben als auf:
U= (5111\ %,K anlx) .

3. Die Darstellung eines Vektors in den neuen Koordinaten folgt dann gemaR Gleichung (4.15):

/ p
(% U1
! -1 M
Uy =U ()

wobei bei einem Wechsel zwischen Orthonormalbasen des R" gilt, dass U7 = U~!.

4.4 Basisabhangigkeit der Darstellung von linearen Abbil-
dungen als Matrizen

Wir kommen jetzt wieder zu Matrizen zuriick. Eine Matrix M haben wir als Abbildung M eines
n-dimensionalen reellen Vektors auf einen anderen Vektor verstanden:

M:R" SR, 7 M(®). (4.16)

Bei Vektoren haben wir gesehen, dass die Darstellung des Vektors, also die Zahlen im Spal-
tenvektor, von der gewidhlten Basis abhdngen. Wir zeigen nun, dass das gleiche auch fiir lineare
Abbildungen gilt: die Darstellung der Abbildung, also die Zahlen in der Matrix, hangen
von der gewdhlten Basis ab.
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Mitmachrechnung:

Y

. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .
{‘ w Q U

Bestimmen Sie in den Koordinatensystemen K (linkes Bild) und K’ (rechtes Bild) explizit die
Matrizen M, die eine Spiegelung an der Horizontalen implementieren, fiir die also fiir einen beliebigen
Vektor v gilt, dass die Darstellungen des Bilds w des Vektor sich wie folgt ergibt:

—

WK = M /UK und 117}(/ = M/ 17[(/.

Um das zu verstehen, betrachten wir zunichst eine Orthonormalbasis B = {¢},...,¢é,} des R",
die zu einem urpsriinglichen Koordinatensystem /i korrespondiert. Wir betrachten nun die lineare
Abbildung M. Die Abbildung M soll aus dem Vektor ¢ den Vektor M (¥) = & machen. In der Basis
B ist die Darstellung des Vektors 7 durch Komponenten v; gegeben, die Darstellung des Vektors
durch Komponenten w;. In dieser Basis kdnnen wir nun die Abbildung durch eine konkrete Matrix
M mit Eintragen 1;; darstellen, sodass

wq U1
wy | =M | V2 & w; = Z M, vy, (4.17)
: ; k

Nun betrachten wir eine zweite Orthonormalbasis B’ = {¢,...,é],}. In der alten Basis soll

die Darstellung der neuen Basisvektoren in der alten Basis mittels eines Abbildungsmatrix
U aus der Darstellung der alten Basisvektoren in der alten Basis hervorgehen:

/
€1 €i,1

2| =U e fir alle Basisvektoren i. (4.18)

D

Diese Matrix ist natiirlich, wie schon in Kapitel 4.3 diskutiert, gegeben durch

_ (= > >
U= (61,K Ca Kk - en,K) .

Dann gilt laut Gleichung (4.15), dass die Komponenten der Darstellung eines beliebigen Vektors ¢/
in der neuen und alten Basis wie folgt zusammenhangen:
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v | =T | v (4.19)

Fir den Vektor @, den wir aus ¢ durch die Abbildung M erhalten, bedeutet das also folgenden
Wechsel der Darstellung

wi=>> (UT), w; =Y (U"), Myv (4.20)
J Ik

Zuletzt invertieren wir noch Gleichung (4.19) und nutzen U7 = U™!

der neuen Basis zu bestimmen. Wir erhalten:

, um die Darstellung von ¥ in

wi = (U"),, My Unv}. (4.21)
gkl
Wenn wir nun die neue Matrix
M =U"MU (4.22)
definieren, folgt, dass
w) =y M. (4.23)
1

Was bedeutet das fiir die Abbildung M7 Wir haben in der urspriinglichen Basis 3 gefunden, dass
sich die Komponenten der Darstellung eines Vektors wir folgt dandern:

w1 (%
w; = g M;;v; beziehungsweise wy | =M [v2], (4.24)
j : :

wobei )M eben die Matrix mit Zahlen 17/;; ist. In der neuen Basis gilt:

/ /
wy Uy

wQ:ZM-'-v’- beziehungsweise why | =M | vy . (4.25)
j : :

LV

Die Matrix mit Zahlen 1/;; ist also die Darstellung der Abbildung M in der Basis B, die Matrix M’ =
U M U mit Zahlen M]; ist die Darstellung der selben Abbildung M in der Basis B'. Zuletzt erinnern
wir noch daran, dass bei Wechseln zwischen Orthonormalbasen des IR™ die Transformationsmatrix
UT = U effiillt (siehe Ubung).
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Als Kochrezept gilt also:

Transformieren sich die Darstellungen von Vektoren gemal}

/ ny
?}1 U1
/ —1 ,
(% =U ()

so transformiert sich die Darstellung einer Abbildung M durch Matrizen wie folgt:

M =U'*MU.

4.5 Diagonalisierung von Matrizen

Man kann sich nun folgende Frage stellen: gibt es fiir eine gegebene Abbildung M vom R™ in den
IR™ eine Basis, in der die Darstellung von M besonders einfach ist? Hierfiir miissen wir zuerst ein Mal
festlegen, was “besonders einfach” heien soll — offensichtlich soll das Rechnen mit der Abbildung
besonders einfach werden. Wir entscheiden uns dafiir, dass eine diagonale Matrix eine besonders ein-
fache Darstellung der Abbildung ist (in der Tat ist das Rechnen mit diagonalen Matrizen besonders
einfach!).

Wir starten damit, dass wir die Darstellung von M als eine Matrix A mit konkreten Zahlen in
einem Ausgangs-Koordinatensystem /X’ mit Ausgangs-Orthonormalbasis 13 kennen. Wir wollen jetzt
ein neues Koordinatensystem K’ mit der neuen Orthonormalbasis B’ finden, in dem die Darstel-
lung von M durch eine diagonale Matrix gegeben ist, also einer Matrix die nur Eintrdge auf der
Hauptdiagonalen hat:

M, 0 0
0 M, 0 ..
M= 2 (4.26)
| Y

Laut Gleichung (4.22) gilt (fir Matrizen mit reellen Eintrdgen), dass der Basiswechsel mittels einer
Transformationsmatrix U wie folgt implementiert wiirde (diese werden wir gleich noch genauer
spezifizieren):

M =U'MU.

Falls es eine Matrix U gibt, sodass M’ = U~! M U wirklich diagonal ist, so nennt man die Matrix 1/
diagonalisierbar. Das ist leider nicht immer der Fall. Eine (n x n)-Matrix M ist aber zum Beispiel
diagonalisierbar, wenn

e sie n unterschiedliche Eigenwerte hat (Achtung: wenn wir in den reellen Matrizen bleiben
wollen, miissen diese n unterschiedlichen Eigenwerte alle reell sein!),

e sie nur reelle Eintrige hat und symmetrisch ist (also M = M7T).

AuRerdem ist fast jede Matrix mit komplexen Eintragen diagonalisierbar (in den komplexen Zahlen,
sieche Kapitel 10). Betrachten wir im Folgenden nur reelle, symmetrische Matrizen. Man kann dann
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zeigen, dass die Transformationsmatrix durch die Eigenvektoren definiert wird. Genauer gesagt
findet man die Eigenvektoren @; zur Matrix ). Diese erfiillen per Definition die Eigenwertgleichung

M =)\, (4.27)

Man kann die Eigenvektoren so wahlen, dass die ©; eine Orthonormalbasis bilden, dass also gilt
U; - U; = 0;; (unter anderem bedeutet das, dass man normierte Eigenvektoren nutzt!). Wir wahlen
nun die neue Basis als die Basis, die durch die Eigenvektoren aufgespannt wird. Die Spalten der
Transformationsmatrix sind dann einfach durch die Darstellung der Basisvektoren in der urspriingli-
chen Basis B (im urspriinglichen Koordinatensystem K') gegeben:

U= (/1717]( ?72‘[( N ’Zﬁi’n’]\f’) . (428)

(Hier gibt der Index das Koordinatensystem / die Basis an, in der der Vektor dargestellt ist.) Diese
Basis nennt man auch die Eigenbasis der Matrix.

Zur Diagonalisierung kann man dann folgendes Kochrezept anwenden:
1. Bestimmen Sie die Eigenwerte.
2. Bestimmen Sie die Eigenvektoren.

3. Bilden Sie die Transformationsmatrix U wie in Gleichung (4.28) angegeben durch
U= (771,1( ’172,1< ﬁn,,A’) )

wobei v ;c die Darstellungen der normierten Eigenvektoren (also der normierten neuen Basis-
vektoren) in der urspriinglichen Basis sind.

4. Diagonalisieren Sie die Matrix wie in Gleichung (4.22) gegeben via

M =U"'MU.

Man kann zeigen, dass das Ergebnis der Diagonalisierung die Matrix

A 0 0
. 0 X O
M =1 . _ (4.29)
: 0
0 el A

ist. Da man in der Physik oft mit Matrizen rechnet, ist es in der Praxis extrem hilfreich, Matrizen
diagonalisieren zu konnen.
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Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

e Lineare Gleichungssysteme als Matrizen schreiben und wissen, wie man sie 16sen kann.

Eigenwerte einer Matrix berechnen kdnnen.

Eigenvektoren einer Matrix berechnen kdnnen (mindestens bei einfachen Matrizen).

Verstehen, dass die Darstellung von Abbildungen mit Matrizen basisabhangig ist.
e Wissen, wie man einen Basiswechsel fiir die Darstellung von Vektoren und Matrizen durchfiihrt.
e Wissen, wie man eine Matrix diagonalisiert.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heilen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 5

Differentialrechnung

Im folgenden Kapitel beschaftigen wir uns mit Ableitungen. Das Grundkonzept sollte aus der Schule
bekannt sein: die Ableitung einer Funktion an einer Stelle = entspricht der Steigung der Funktion
an dieser Stelle. In der Physik spielen Ableitungen eine groBe Rolle:

e Ableitung als MakR fiir die Anderung einer GroRe: wie dndert sich zum Beispiel der Ort ei-
nes Autos als Funktion der Zeit? Wie andert sich der Druck einen Gases, wenn man seine
Temperatur andert?

e Zur Suche von Extremal-Werten: was muss man tun, damit z. B. die Energie in einem System
minimal wird? Anwendung in der analytischen Mechanik: Lagrange-Gleichungen zur Beschrei-
bung der Bewegung eines klassischen Korpers.

e Linearisierung: oft muss man eine gegebene Funktion f(x) nicht vollstandig kennen, sondern
nur in der Nihe eines Punktes x = x(. In diesem Fall kann man eine sogenannte Taylor-
Entwicklung nutzen, welche auf Ableitungen beruht.

5.1 Grundbegriffe der Differentialrechnung

Gegeben sei eine Funktion

f:R—=R, zw— f(x).

Die Ableitung der Funktion f(xz) am Punkt z, bezeichnen wir mit Symbol f'(x) oder %. Sie
ist definiert als

f(z) = % AR b i) (5.1)

 Az—0 Ax

Geometrisch entspricht f’(z) der Steigung der Tangente von f(z) am Punkt z:
/ |
"iAx -0 |

Tangente bei x:
Steigung f'(x)

fOcAx)
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Wenn man den Grenzwert von Gleichung (5.1) eindeutig bilden kann (und er kleiner als Unendlich
ist), so heilt die Funktion im Punkt z differenzierbar. Das muss aber nicht immer der Fall sein:
zum Beispiel konnte die Funktion an der Stelle z einen Sprung oder Knick haben. In diesen Fillen
gilt, dass die links- und rechtsseitigen Grenzwerte verschieden sind, und sich somit keine eindeutige
Tangente definieren |3sst,

o FEEAD @), L fa+ Ar) — f(a)

5.2
Az—0+ Ax Az—0— Ax (5-2)

(Hier bezeichnet lima,_,o+ den Grenzwert, in dem Ax von den positiven Zahlen kommend nach Null
geht, wobei lima,_,o- den Grenzwert bezeichnet, bei dem Ax von den negativen Zahlen kommend
nach Null geht.)

| — _—

/

L
X X

Die Funktion ist dann nicht differenzierbar im entsprechenden Punkt x.

Man definiert weiterhin das Differenzial df einer Funktion als
df () = f'(z) da, (5.3)

wobei df(_yc) die Anderung des Funktionswerts der Funktion f angibt, die sich aus einer (infinitesimal
kleinen) Anderung dx des Variablenwerts ergibt.

Hohere Ableitungen von Funktionen werden dadurch gebildet, dass man die Ableitungen der
Ableitungen bildet. Die zweite Ableitung der Funktion f ist zum Beispiel definiert als

() = dfc’l;x) _d c;;’(f)' (5.4)

Fir die n-te Ableitung schreiben wir

f(x) = : (5-5)

In der Physik spielen zeitliche Ableitungen eine besonders grole Rolle: sie beschreiben, wie sich
Dinge mit der Zeit dndern. Die zeitliche Ableitung des Orts ist zum Beispiel die Geschwindigkeit.
Da zeitliche Ableitungen besonders wichtig sind, werden sie oft mit einem besonderen Symbol ge-
kennzeichnet: einem Punkt {iber der Funktion. Wenn wir die Zeit mit der Variablen ¢ bezeichnen,
gilt folgende Notationskonvention:

rio =T fo), (5.6)
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5.2 Ableitungsregeln

Beim Ableiten gelten folgende wichtige Regeln (im Folgenden sind f und g Funktionen von R nach
R, a und $3 sind konstante reelle Zahlen):

1. Linearitat:
d _ df(x) |, dg(x)
= (@ f@)+ o) =a T 4 g 0 (57)
2. Produktregel:
d df (x) dg(x)
= () 9()) = gw) T 4 pa) 1 (58)
3. Quotientenregel:
d fl@) _9@) %2~ F@) P (@) £1(=) ~ f(2) g (@) 59)
dz g(z) g(x)? g(x)?
4. Kettenregel:
d _ df(g) dg(x)
5. Ableitung der Umkehrfunktion:
df ~(z) 1
o = dw (5.11)
dy ly=f-1(z)
6. Regel von I'Hopital (auch Regel von I'Hospital): es kann vorkommen, dass man einen Grenzwert

der Form

lim J@)

=0 g(x)

betrachtet, bei dem entweder beide Grenzwerte lim,_,,,, f(z) = 0 und lim,_,,, g(x) = 0 sind,
oder beide Grenzwerte lim,_,,, f(z) = oo und lim,_,,, g(x) = oo sind. Man untersucht dann

0

also Ausdiicke der Form 0

folgende Regel:

Falls der Grenzwert lim,_,, !

oder =. Um solche Ausdriicke weiter zu bestimmen, nutzt man

(=)

f(=z)

existiert, so ist er gleich dem Grenzwert lim,_,,, POR

g'(w)

5.3 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ein wichtiger Satz der Differentialrechung ist der sogenannte Mittelwertsatz. Bildlich gesprochen

sagt er folgendes aus:

e Die Ableitung einer Funktion f’(z() an der Stelle x( ist gleich der Steigung der Tangente in

diesem Punkt.
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e Wenn man die Tangente in die richtige Richtung verschiebt, so ergeben sich (mindestens) zwei
Schnittpunkte mit der urspriinglichen Funktion f(z). (Die Schnittpunkte kdnnen wir z. B. mit

x = a und = = b bezeichnen.)

f(o)

f(xo) |

f(a)r

In Formeln besagt der Mittelwertsatz:

Sei f : [a,b] — R eine Funktion, die auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] (mit a < b) definiert
und stetig ist. AuRerdem sei f im offenen Interval (a, b) differenzierbar. Dann gibt es mindestens ein
zo € (a,b), so dass

5.4 Ableitungen einiger wichtiger Funktionen

Folgende Ableitungen von elementaren Funktionen kommen in der Physik haufiger vor:

d _ & e el —
%xy:yxyl(yeR) dxe =e dxln(:v)—x
1
% sin(z) = cos(x) % cos(z) = —sin(x) % tan(z) = con(2)?
1 1 1

1 1 1
% arcsinh(x) = = dilx arccosh(z) = = % arctanh(z) = —

5.5 Ableitungen von skalaren Funktionen mehrerer Varia-
blen

In der Physik betrachten wir oft auch skalare Funktionen von mehreren Variablen, zum Beispiel
die Temperatur als Funktion des Ortes und der Zeit, T'(7,t) = T(x,y, z,t). Um das Konzept der
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Ableitung auf solche Funktionen zu verallgemeinern, erinnern wir uns was die Ableitung einer skalaren
Funktion einer Variablen uns sagt — namlich um wie viel sich der Funktionswert dndert, wenn wir die
Variable dndern. Bei mehreren Variablen definiert man analog sogenannte partielle Ableitungen.
Diese beschreiben, um wie viel sich der Funktionswert andert, wenn wir den Wert von nur einer der
Variablen dndern. Alle anderen Variablen werden festgehalten. Man definiert fiir die Funktion

f R R, Z— f(Z) = f(x,29,...,2,)
die partielle Ableitung nach z; als

8f(l’> — lm f(l'l,flfg,,IZ+AI@;7$n)_f(x1ax27vxzavxn) (513)

ox; Az;—0 Ax;

Beachten Sie die neue Notation mit O als Symbol fiir die partielle Ableitung. Oft schreibt man
verkiirzt auch

0f(z)
81’,‘

= 0.f(7) = fo,(T). (5.14)

5.5.1 Erste Ableitung: der Gradient und der Nabla-Operator

Es ist oft hilfreich, die partiellen (ersten) Ableitungen einer skalaren Funktion mehrerer Variablen
in einen Vektor zu packen. Diesen Vektor nennt man dann den Gradienten der Funktion f(Z) am
Punkt #y. Der Gradient hat folgende Symbole:

) =V [(Z) =

8

grad f( (5.15)

Das Symbol V nennt man “Nabla”, beziehungsweise genauer den “Nabla-Operator”. (Dieser Operator
weist einer Funktion ihren Gradienten zu.) Der Name “Nabla” leitet sich ab von einem harfenshnlichen
phonizischen Saiteninstrument, das in etwa die Form dieses Zeichens hatte. Der Nabla-Operator V
ist nichts anderes als der Vektor der partiellen Ableitungen,

V=13s]- (5.16)

Der Gradient hat eine einfache geometrische Interpretation: man kann zeigen, dass er senkrecht
zu den Aquipotentiallinien / Aquipotentialflichen der urspriinglichen Funktion steht
(also den Flachen bzw. Linien, auf denen die Funktion einen gegebenen konstanten Wert annimmt,

f(@) = fo).
5.5.2 Zweite Ableitungen: Hesse-Matrix und Laplace-Operator

Bei Funktionen mehrerer Variablen gibt es natiirlich auch viele verschiedene zweite Ableitungen.
Diese bildet man wie bei den hoheren Ableitungen einer Funktion von nur einer Variablen dadurch,
dass man die Ableitungen der Ableitungen berechnet:

61



0 0f(F) 0°f(Z)

(5.17)

Die zweiten Ableitungen fasst man in der sogenannten Hesse-Matrix H;(Z) zusammen, deren
Komponenten/Eintrage durch die verschiedenen zweiten Ableitungen gegeben sind:

9 0/

? J

(5.18)

Aus den nicht-gemischten zweiten partiellen Ableitungen kann man weiterhin den sogenannten
Laplace-Operator A konstruieren:

0? 0% f (%
A:Za_xg = Af(H=) af;;) (5.19)

(hierbei 13uft i iiber die Komponenten von ). Der Laplace-Operator kommt in vielen Differenti-
algleichungen (siehe Kapitel 9) vor, die das Verhalten physikalischer Felder beschreiben. Beispiele
sind die Poisson-Gleichung der Elektrostatik, die Navier-Stokes-Gleichungen fiir Stromungen von
Flissigkeiten oder Gasen und die Diffusionsgleichung fiir die Warmeleitung.

5.5.3 Satz von Schwarz

Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der hoheren Ableitungen wichtig:

0 of(x) , 0 9f(7)
3.751- al'j 8£Cj 8:51

(im Allgemeinen). (5.20)

Dies vereinfacht sich aber, falls die Funktion f wieder “ausreichend nett” ist. Genauer regelt das der
Satz von Schwarz, der folgendes aussagt:

Wenn [ : R™ — R mindestens k-mal partiell differenzierbar ist, und alle k-ten partiellen
Ableitungen stetig sind, so ist die Reihenfolge aller [-ten Ableitungen mit [ < k unerheblich.

Es gilt also zum Beispiel: wenn die zweiten Ableitungen von f alle stetig sind, dann ist %%f—g =
Be; Dy fir alle 7 und j.

5.5.4 Totales Differenzial

Bei Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinert man auch das Konzept des Differenzials zum
Konzept des totalen Differenzials df:

of (7 of (% of (7
df(f):; ({;S) dz; = gg) dry + gg) dry+ ... (5.21)

df (¥) gibt also die Anderung des Funktionswerts der Funktion f an, die sich aus (infinitesimal
kleinen) Anderungen dz; der Variablenwerte ergibt.
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5.5.5 Totale und partielle Ableitung

Die Ableitungsregeln verallgemeinern sich auch direkt von den Funktionen einer Variablen auf die
Funktionen mehrerer Variablen. Besondere Erwdahnung verdient hier noch die Kettenregel: man muss
einfach die Kettenregel fiir jede der Variablen durchfiihren. So gilt zum Beispiel fiir zwei Funktionen
f:R —Rund g : R — R (also Funktionen f(z) und g(z) von nur einer Variablen) und einer
Funktion f: R* — R (also h(z,y)):

dh(f(x)g(x)) _ Oh(f,9)df(x)  Oh(f.g)dg(z)

dx - Of dx dg dv (5.22)

Das ist insbesondere bei Zeitableitungen wichtig. Wir kdnnen uns zum Beispiel fragen, welche Tem-
peratur ein Thermometer anzeigt, dass an der AuRenhiille eine Flugzeugs angebracht ist. Diese
Temperatur T kann sich aus verschiedenen Griinden dndern:

e Die angezeigte Temperatur kann sich dndern, weil sich die Temperatur selbst mit der Zeit
t dndert (nachts ist es z. B. kilter als am Tag) — man sagt, dass die Temperatur “explizit
zeitabhangig” ist.

e Die angezeigte Temperatur kann sich andern, weil sich das Flugzeug von einem warmen Ort
(Mallorca) zu einem kalten Ort (Stockholm) bewegt hat — man sagt, dass die Temperatur
dann auch “implizit zeitabhangig” ist.

Es gilt also:

T = T(t,7(t)) = T(t,2(t), y(t), 2(2).

Hier zeigt die erste Variable ¢ die explizite Zeitabhangigkeit der Temperatur an, wahrend die weiteren
Variablen z(t), y(t), z(t) die implizite Zeitabhingigkeit beinhalten. Die “gesamte” Ableitung der
Temperatur nach der Zeit nennen wir die totale Ableitung der Temperatur nach der Zeit. Diese
hat das Symbol % und ist wie folgt definiert:
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dt ot ox dt oy dt 0z dt

total Ableitung nach der Zeit

dT(t,7(t)) oT'(t,7(t)) n oT'(t,7(t)) dx(t) n oT(t,7(t)) dy(t) n IT(t,7(t)) d=(t)

oT'(t,7(t))

ot
——
partielle Ableitung nach der Zeit
N oT(t,7(t)) dx(t)
Ox dt
Ableitung nach z totale Zeitableitung von =
L OTT)  dy()
dy dt
——— . .
Ableitung nach y totale Zeitableitung von y
OT(t,7(1)) d=(t)
A A 5.23
* 0z dt (5:23)

——

Ableitung nach z totale Zeitableitung von z
Zusammengefasst gilt:

e Die totale Zeitableitung entspricht der Anderung der auf dem Thermometer angezeigten Tem-
peratur mit der Zeit.

e Diese setzt sich aus mehreren Termen zusammen

— der partiellen Ableitung nach der Zeit — diese beschreibt die explizite Zeitabhangigkeit
der Temperatur,

— den Kettenregel-Ableitungen nach Ort, und dann Ort nach Zeit — diese beschreiben die
Anderung der Temperatur, die von der Anderung des Ortes (von einem warmen zu einem
kalten Ort) stammt.

5.6 Ableitungen von vektorwertigen Funktionen

Bei vektorwertigen Funktionen f verallgemeinern sich die obigen Formeln im Wesentlichen dadurch,
dass man iiberall f durch f ersetzt. Insbesondere sind partielle Ableitungen einer Funktion f : R™ —

—

R'™, die einem n-komponentigen Vektor Z den m-komponentigen Funktionswert f(Z) zuordnet, wie
folgt definiert:

— —

6f<f): lim f({El,IQ,,IL‘Z‘f‘AfEZ,,xn)_f(l‘hx%axz;axn) (524)
a[L‘i ACCZ‘—)O A’IZ

Wenn man in kartesischen Koordinaten rechnet, entspricht dies grade der komponentenweisen Ab-
leitung:

0f1(Z)

ox;

ofE) 0 (& " on@ . |

X o i\xr) _, T;
dr; O <; /i(@) 6j> B ; ajx, = : : (5.25)

Afm (&)

aLBi
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Die Rechenregeln zur Ableitung verallgemeinern sich damit direkt auf vektorwertige Funktionen und
Felder. Es gilt zum Beispiel:

5.6.1 Ableitungen von Raumkurven

Eine besondere Klasse von vektorwertigen Funktionen sind Raumkurven 7(t), also der Ort als Funk-
tion eines Parameters (hier der Zeit t). Da diese in der Physik eine besondere Rolle spielen, gehen wir
nochmal gesondert auf Raumkurven ein. Wir betrachten Raumkurven im dreidimensionalen Raum
(im zweidimensionalen Raum geht das aber genauso). Eine solche Raumkurve ist eine vektorwertige
Funktion 7: R — R3, t — 7(¢t).

<J

x(‘t)
Diese Funktion beinhaltet eine Menge Informationen:
e Ort zu einem Zeitpunkt t: 7(t).
e Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt ¢: #(t) = 4 = 7 (t).

e Tangenten-Einheitsvektor an die Raumkurve zu einem Zeitpunkt t: #(t) =

e Die zwischen einer Zeit ¢y und der Zeit ¢ zuriickgelegte Strecke (“Bogenlange”):
s(t,tg) = f; dt’' |(t")| (hierzu muss man integrieren, siche Kapitel 6).

5.7 Taylorreihe

Eines der wichtigsten mathematischen Werkzeuge in der Physik ist die sogenannte Taylorreihe.
Die Idee ist hierbei, dass man eine Funktion oft nicht iiberall kennen muss, sondern nur in der
N3he eines bestimmten Punktes. Zum Beispiel ist bei einer einzelnen Etappe der Tour de France
das Hohenprofil h(x,y) nur im Tagesabschnitt relevant, also nur fiir eine kleine Untermenge von
Punkten (x,y).In diesem Unterabschnitt ist es oft sinnvoll, die Funktion des Héhenprofils durch eine
einfachere Funktion zu ersetzen, die das Hohenprofil im gegebenen Unterabschnitt gut ndhert. Zum
Beispiel ist das Hohenprofil der SchluBetappe der Tour de France in Paris mehr oder weniger flach,

h(l‘, y)’Paris ~ 35m.
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Hoéhe h(x,y,1) = Héhe h(x,y,t)

X X

Hohenprofil der Tour de France Hohenprofil der letzten Etappe.

Die Taylorreihe ist die mathematisch korrekte Art, aus einer gegebenen Funktion einen N3herung
fiir diese Funktion in der Nahe eines bestimmten Punktes zu bekommen.

5.7.1 Taylorreihe einer skalaren Funktion einer Variablen

Betrachten wir zunachst die Funktion f : R — R,  — f(z). Diese Funktion sei stetig und unendlich
oft differenzierbar. Wir wollen diese Funktion in der Nihe des Punkts 2y nahern. Die ldee ist wie

folgt:
1. Ganz grob gesagt gilt fiir z =~ x,, dass

f(x = x) = f(x0)-

2. Wenn wir etwas genauer hinschauen, so gilt in einer Umgebung um z, dass wir die Funktion
f(z) linearisieren kénnen. Die Steigung der linearisierten Funktion ist dabei die Ableitung von
f am Punkt x. Es gilt also:

f(x0)+f'(x0) (x-Xo)

1
Xo

Dieses Spiel kann man jetzt immer weiter fortsetzen, und die Funktion immer besser annahern.
Dies geschieht formal mit der sogannten “Taylorreihe”. Die Taylorreihe von f(z) um den Punkt
x = xy ist definiert als

[M]¢

T f(z, zo) I F (o) (& — )"
= f(.%'o) + f/(z'()) (iIZ’ — £C0) + %fll(l'()) (iIZ’ — £C0)2 + é f/”(.%o) (ZL' — .Z'o)g + ... (526)

Hier haben wir die “nullte” Ableitung der Funktion f als die Funktion selbst definiert, f(©(z,) =

f (o).
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f(x)

f(x0)+f'(Xo0) (X=Xo) ! ~_.
fxo)p---------------mm--C ] f(xo)p------7--------------- ]

X‘O X‘O
Fiir viele Funktionen (die “ausreichend netten”) gilt, dass 7'f(z,x¢) = f(z) (und es ist bei der

unendlichen Reihe egal, welchen Entwicklungspunkt 2o man wahlt!). Aber Achtung: das gilt leider
nicht immer!

e Die Reihe T'f(x, x¢) konvergiert nicht immer.
e Selbst wenn T'f(x, x() konvergiert, muss der Grenzwert nicht automatisch gleich f(x) sein.

Trotzdem gilt T'f(z,x9) = f(x) in so vielen Féllen, dass Physiker standig “taylorn”. Das Ziel ist
wie gesagt, die Funktion in der N3he eines Punktes xy zu approximieren. Je nach gewiinschter
Genauigkeit (das hangt dann vom konkreten Problem ab), bricht man bei einer solchen Taylor-
Entwicklung die Taylorreihe nach der gewiinschten Ordnung ab. Will man die Funktion bis zur
zweiten Ordnung ndhern um den Punkt z(, so nutzt man also

£@) % flao) + T (0 gy g TIE) (e

5.7.1.1 Einige wichtige Taylorreihen

Im Folgenden listen wir einige wichtige Taylorreihen um x = 0 auf (Taylorreihen um diesen Punkt
2 = 0 nennt man auch l\/laclaurin—Reihen).

Lefr=Y">" La"=1+a+% + C 4

nOn'

2

2. log(1+x) =37 ﬂx":x—%jo;—i—...

n=1 n

. 00 —1)™ n

o] 1™ n 2 24
4. COS(fL’):ZnZO%xQ :1—7+ﬂ—|—...

Andere Taylorreihen sind in Lehrbiichern oder bei Wikipedia tabelliert (bzw. lassen sich mit den
allgemeinen Formeln oben leicht berechnen!).

5.7.2 Taylorreihe einer skalaren Funktion mehrerer Variablen

Das Konzept der Taylorreihe ldsst sich auch auf mehrere skalare Funktionen mehrerer Variablen
verallgemeinern. Hierzu schreiben wir die allgemein Form der Taylorreihe als Exponentialfunktion von
Ableitungen (dies kann man auch als Definition der Exponentialfunktion der Ableitung verstehen):

0 1 =1 d\"
Tf(wo + 51’, Q?o Z —' wo &U = Z E ox" <%) f‘x::po
=0 n: n=0
r=xo
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Die l3sst sich nun einfach auf viele Variablen verallgemeinern:

T (o + 67, ) = eV f| .
= f(Zo) + 02 -V f(Zy) + (02 - V) (02 - V) f(Zo) + ... (5.28)

Fiir eine Funktion von zwei Variablen gilt also bis zur zweiten Ordnung (und mit Nutzung des Satz
von Schwarz):

df (xo, df (xo,
T+ 80,y + By, 20, 0) ~ Fa ) + 0 L)y 5, D000
ox* d® f (20, yo) & f(zo,90) | 0y* d*f (w0, y0)
2 da? ooy dxdy + 2 dy? (5.29)

5.8 Ableitungen zur Bestimmung von Extremalwerten:
Erinnerung an Kurvendiskussion

Oftmals will man besondere Punkte einer Funktion bestimmen, zum Beispiel den Punkt, an dem
eine Funktion maximal oder minimal wird: wann wird die Energie eines Systems minimal? Wann
wird der Gewinn in einem Unternehmen maximal? Das mathematische Werkzeug hierzu ist die
Kurvendiskussion.

5.8.1 Extremalwerte einer skalarwertigen Funktion einer Variablen

Um Kurvendiskussion besser zu verstehen, kann man sich die geometrische Interpretation von Ab-
leitungen einer skalarwertigen Funktion F': R +— R von nur einer Variablen in Erinnerung rufen:

o f/(z) =% > 0: Funktion steigt bei z an,

o fl(x)= df(;) = 0: Funktion ist bei x flach (steigt weder an, noch fillt sie ab).

o fl(x)= ) < 0: Funktion fallt bei x ab.
Es gilt We|terh|n fur die zweite Ableitung:
o f'(x)= & f(x) > 0: die Steigung der Tangenten bei x nimmt zu (“Linkskurve"),

o ['(z)= & f(‘r < 0: die Steigung der Tangenten bei 2z nimmt ab (“Rechtskurve”).

Notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extrempunkts
(Maximum oder Mininum) im Punkt x ist, dass die erste Ableitung verschwindet:

df(%)
’ _ w\Lo)
f'(x0) I
Ob an diesem Punkt wirklich ein Extremum vorliegt, und ob es ein Maximum oder Minimum ist,
entscheidet sich am Wert der zweiten Ableitung:

=0.

(o) = @f(z0) () : Funktion hat bei 2 ein lokales Maximum

Cfa?
d
f(wo) = ffii()) =0 = f(xo) = d2dfc°) = (0 : Funktion hat bei z; einen Sattelpunkt

f'(zo) = % > 0 : Funktion hat bei z( ein lokales Minimum
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5.8.2 Extremalwerte einer skalaren Funktion mehrerer Variablen

Fiir eine Funktion mehrerer Variablen verallgemeinert sich das Konzept von ersten und zweiten Ablei-
tungen zum Gradient und zur Hessematrix. Notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung
fir das Vorliegen eines lokalen Extrempunkts (Maximum oder Mininum) im Punkt xq ist, dass alle
ersten Ableitungen verschwinden:

df (Zo)

dxq

V(i) = | 450 | =o.

dxo

Die Hessematrix H(Z) (die Matrix der zweiten Ableitungen) entscheidet dariiber, ob dann bei %
ein Extrempunkt vorliegt. Es gilt:

H (%) hat nur negative Eigenwerte (H (%) ist “negativ definit”) : lokales Maximum,
H¢(Z) hat nur positive Eigenwerte (H (%) ist “positiv definit”)  : lokales Minimum.

Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

e Wissen, wie eine Ableitung definiert ist und was sie geometrisch bedeutet.

e Ableitungsregeln kennen (Linearitdt der Ableitung, Produktregel, Quotientenregel, Kettenre-
gel, Ableitung der Umkehrfunktion, Regel von I'Hépital)

e Die Ableitungen von Polynomen, Exponentialfunktion, Logarithmus, Sinus, Kosinus und Tan-
gens kennen.

e Vektorwertige Funktionen ableiten konnen.

e Wissen, was V ist und einen Gradienten berechnen konnen.

e Hessematrix aufstellen kénnen.

e Satz von Schwarz kennen.

e Wissen, was ein totales Differenzial ist.

e Wissen, was eine totale und eine partielle Ableitung ist.

e Wissen, wie die Taylorreihe allgemein definiert ist, und wissen, wozu sie gut ist.

e Die Taylorreihen der Exponentialfunktion, des Logarithmus, von Sinus und Kosinus kennen
(zumindest erste zwei oder drei Glieder).

o Extremwerte einer Kurve bestimmen konnen.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heillen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 6

Integralrechnung

In der Physik werden oft Integrale berechnet. Letztlich hat das etwas damit zu tun, dass viele Dinge
nicht in einzelnen diskreten Werten vorliegen, sondern sich kontinuierlich dandern kdnnen, man damit
aber nicht immer ganz einfach rechnen kann. Ein Beispiel hier ist der Ort einer Person, die iiber
einen Platz lauft:

genommener Weg ; genommener Weg
> / ---------------- . = > / --------
~ Person .~ Person
X X

Wenn man die von der Person zuriickgelegte Wegstrecke mit einem Zollstock bestimmen will, hat
man das Problem, dass der Weg nicht gerade ist. Naherungsweise kann man die Wegstrecke dann
dadurch bestimmen, dass man den zuriickgelegten Weg in kleine, gerade Teilstiicke zerlegt. Deren
Lange kann man mit dem Zollstock bestimmen, und so die gesamte Wegstrecke ann3hern:

zuriickgelegter Weg ~ Z Lange des i-ten geraden Wegstiicks.

2

Diese Naherung wird offensichtlich besser, wenn man den Weg in immer mehr immer kleinere Teil-
stiicke zerlegt. Im Grenzfall infinitesimal kleiner (“unendlich kleiner”) Teilstiicke bekommt man dann
den exakten zuriickgelegten Weg:

zuriickgelegter Weg = lim E Lange des i-ten geraden Wegstiicks.
Teilstiick-Linge—0 “—
(A

Das aufaddieren unendlich vieler, unendlich kleiner Teilstiicke ist genau die Grundidee eines “In-

tegrals”. Das Beispiel der Weglinge ist ein Wegintegral, zu dem wir in Kapitel 8.2.1 nochmals
zuriickkommen werden.

6.1 Integral als Flache

Sie kennen das Integral aus der Schule als eine “vorzeichenbehaftete Fliche™ das Integral einer
Funktion f(z) (der “Integrand”) zwischen den Grenzen a und b, bezeichnet mit dem Symbol
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/ e f(2)

entspricht der Flache zwischen der Funktion f(z) und der z-Achse, wobei Flachenanteile oberhalb
der z-Achse positiv gezahlt werden, wahrend Flachenanteile unterhalb der x-Achse negativ gezahlt
werden. Das Symbol dz heillt “Differenzial’, und ist philosophisch dasselbe Objekt wie in Gleichung
(5.3) (fiir die Funktion f(x) = z).

Um die vorzeichenbehaftete Flache zu bestimmen, muss man sich wieder iiberlegen, wie man mit
der kontinuierlichen, gekriimmten Kurve umgeht. Riemann hat vorgeschlagen, die Flache unter der
Kurve so zu approximieren, dass man sie gut naherungsweise berechnen kann — und zwar durch
kleine Rechtecke. Fiir diese kennen wir den Flacheninhalt natiirlich: er ist Hohe mal Breite. Konkret
geben wir jedem Rechteck die (kleine) Breite Az, wobei wir den Grenzwert immer kleinerer Az
nehmen:

/ /

Die Hohe des i-ten Rechtecks ist |f(z;)|, die Breite ist Ax. Der Flacheninhalt des i-ten Rechtecks
ist also A; = Az - |f(z;)|. Wenn wir nun die Flichenstiicke unterhalb der x-Achse mit einem
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Minus-Zeichen versehen, wird aus |f(z;)| wieder f(x;). Zuletzt nehmen wir noch den Grenzfall
von unendlich vielen unendlich diinnen Rechtecken, Az — 0, und definieren das Integral als den
vorzeichenbehafteten Flacheninhalt in diesem Grenzwert:

/dxf = lim me (6.1)

Az—0

In diesem Integral haben wir explizit die Grenzen a und b angegeben. Solch ein Integral nennt man
auch ein bestimmtes Integral. Es ist iibrigens egal, ob das dz direkt hinter dem Integralzeichen
steht, oder am Ende des Integranden (= der Funktion, die integriert wird). Ebenso ist es egal, wie
die Integrationsvariable (hier z) genannt wird:

/d:cf /f da:_/f t)dt = /abdgf(g). (6.2)

Die Konstruktion des Integral liber Flicheninhalte von Rechtecken wird nach seinem Erfinder auch
“Riemannsches Integral” genannt.

6.2 Praktische Berechnung von Integralen: der Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechung

Wie genau berechnet man jetzt ein Integral? Offensichtlich ist es etwas unpraktisch, jedes Mal mit
dem Geodreieck kleine Rechtecke zu zeichnen, wenn man ein Integral berechnen will. In der Tat macht
man das quasi nie, sondern nutzt stattdessen den “Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung”,
auch Fundamentalsatz der Analysis genannt. Dieser verbindet die Integral und Differenzialrechnung.
Er besagt im Wesentlichen, dass Integration und Differentiation (Ableitungen) mathematische Ge-
genstiicke sind, und man Integrale daher iiber sogenannte Stammfunktionen berechnen kann. Eine
Stammfunktion wiederum ist wie folgt definiert:

Sei f: R —, x+— f(x) eine stetige, reelle Funktion. Wir nennen genau dann eine andere Funktion
F(z) Stammfunktion von f(x), wenn

dF (x)
dx

= F'(z) = f(z). (6.3)

Fiir eine gegebene Funktion gibt es im Allgemeinen unendlich viele Stammfunktionen: ist F'(z)
Stammfunktion von f(z), so ist auch F'(z) = F(x) + ¢ mit reeller Konstante ¢ Stammfunktion von

f(z):

dF(x)
dx

—F(2)=f(z) = dflf) - d(”g 9 _ dz;@ + % = F(z)+0 = f(a).

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechung besagt nun folgendes:

Sei f: R — , z — f(z) eine stetige, reelle Funktion auf dem Intervall [a,b] und zq € [a,b].
Dann ist die iiber das Integral definierte Funktion
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F(z) = /I dy f(y) (6.5)

0

differenzierbar in [a, b], und sie ist in diesem Intervall eine Stammfunktion von f(x):

arw=(f oy ) = ) (6.6)

Hierbei kann man zy € [a,b] beliebig wahlen. Unterschiedliche Werte von x, dndern die Stamm-
funktion genau um eine Konstante. Weiterhin gilt:

/ dz f(z) = F(b) — Fl(a). (6.7)

Dieser Satz hat zwei wichtige Aussagen:

e Wenn wir das Integral einer Funktion f berechnen wollen, miissen wir nur die Stamm-
funktion F' an den Integralgrenzen auswerten. Dies kann man etwas kompakter wie folgt
schreiben:

[ o f@) = FO) - Fla) = F@) = F@)L.

Das ist praktisch, denn Stammfunktionen sind bekannt und tabelliert (bzw. im Computer
vorprogrammiert).

e Integration und Differentiation sind mathematische Gegenstiicke:

@) 15 ) B pa)

6.3 Integral Know-How

6.3.1 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir nur Integrale betrachtet, die der Flache unter einer “netten” Funktion in einem
abgeschlossenen Intervall entsprechen. Diesen Integralbegriff verallgemeinern wir nun zum uneigent-
lichen Integral. Ein uneigentliches Integral ist ein Integral, bei dem entweder die Integralgrenzen
nicht beschrankt sind (also £00), oder der Integrand selbst (die zu integrierende Funktion) an einzel-
nen Punkten nicht beschrankt ist (divergiert). Wir definieren uneigentliche Integrale iiber geeignete
Grenzwerte:

6.3.1.1 Unendliche Grenzen

Wir definieren fiir reelle Zahlen a, b und ¢

00 b
/ dr f(x) = bli_>m dx f(x). (6.8)
b b
/ dx f(z) = aErPoo dx f(x). (6.9)
/OO dx f(z) = EIP Cdx flz)+ bli_{ﬂ /b dx f(x) (hier ist ¢ beliebig). (6.10)

Im letzten Beispiel ist es wichtig, dass die beiden Grenzwerte fiir die obere und untere Grenze
voneinander unabhangig sind!
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6.3.1.2 Nicht-beschrankter Integrand

Die Funktion f(x) habe eine “Polstelle” bei x = ¢ mit ¢ € [a, b], d.h. sie divergiere an der Stelle ¢:
lim, . f(z) = £oo. Dann definieren wir das uneigentliche Integral von f wie folgt:

b

/b dx f(z) = lim o dx f(x) + lim dx f(x).

e—0 a 6—0 c+8

Auch hier ist es wieder wichtig, die beiden Grenzwerte unabhingig voneinander zu nehmen.

6.3.2 Ein paar wichtige Stammfunktionen und Integrale

Ohne Beweis und Diskussion sind hier ein paar Stammfunktionen und Integrale gegeben, die in der
Physik wichtig sind:

f) = o Fle) = 2 g1y | f@) =~ =a = F(a) = In(ja])
n+1 r
f(z) = sin(z) = F(x) = — cos(z) f(z) = cos(z) = F(z) = sin(x)
f(x):eaxéF(x):éew f(x)z%#F(x)zZ\/E

Dariiber hinaus gibt es noch einige Integrale, deren Wert man zwar bestimmen kann (die also
eine wohldefinierte Flache unter der Kurve haben), bei denen man aber die Stammfunktion nicht als
elementare Funktion schreiben kann. In der Physik sind hier besonders wichtig:

e Gamma-Funktion I'(x):
[(x) :/ dtt*te
0
Man kann zeigen, dass I'(x + 1) = 2! fiir z € Z gilt.

e Fehler-Funktion erf(z):

erf(x) = %/0 dte .

Da sie oft vorkommen sind diese beide Funktionen tabelliert und im Computer vorprogrammiert.

6.3.3 Grundlegende Rechenregeln und Rechentricks fiir Integrale

Folgende Rechenregeln und -tricks erleichtern das Rechnen mit Integralen:

1. Integrale sind linear: fiir (reelle) Zahlen ¢; und ¢y und Funktionen f(x) und g(x) gilt:
b b b
/ dx (¢1 f(x) 4+ cag(x)) = & / dx f(z) + ¢ / dx g(z). (6.11)
2. Integrationsintervalle kdnnen zerlegt werden: fiir (reelle) Zahlen a, b und ¢ gilt

/ab dz f(x) = / dz f(z) —i—/cbdx (). (6.12)
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3. Vertauschen der Grenzen erzeugt ein Minuszeichen:
b a
/ dx f(z) = —/ dx f(z). (6.13)
a b

4. Man kann nach Integralgrenzen ableiten: unter Nutzung von Gleichung (6.6) folgt:

d [? d
& | @) = g (F0) = Fla)) = 1), (6.14)
d% 0z f(z) = di (F(b) — F(a)) = — f(a). (6.15)

a

Noch allgemeiner gilt fiir Grenzen a(y) und b(y), die selbst noch von einem variablen Parameter
y abhadngen mit der Kettenregel aus Gleichung (5.10):

& dx f(x) = d%(F(b(y)) — F(a(y))) = f(b()) V'(y) — flaly))d'(y)  (6.16)

5. Symmetrien erleichtern das integrieren: Wenn die Funktion f(z) achsensymmetrisch
(“gerade”) oder punksymmetrisch zum Ursprung (“ungerade”) ist, so gilt fiir die Integration

iber ein symmetrisches Intervall [—a, a):
fa)=+ica) = [ des)=2 [ dofa) (6.17)
flz)=—-f(-2) = /a dx f(z) = 0. (6.18)

6.3.4 Variablensubstitution

Eine weitere wichtige Integrationstechnik ist die der Variablensubstitution, bei der man die In-
tegrationsvariable = durch eine andere Integrationsvariable ersetzt. Diese ist im Allgemeinen eine
Funktion der urspriinglichen Variablen. Sei zum Beispiel

= g(u). (6.19)

Wir wollen nun aus dem Integral iiber = ein Integral iiber « machen. Dabei muss man folgende
Punkte beachten:

e Die Grenzen dndern sich wie folgt: t = a +>u=g¢ '(a) und 2 =b < u= g '(b).

e Das Differenzial dndert sich: die Definition des Integrals basiert auf Rechtecken der Breite
Az, welche immer kleiner wird. Das iibersetzt sich laut Taylor-Entwicklung wie folgt in eine
Anderung von u:

dg(u;)

Au.
du Y

Az = i1 — 23 <> g(uigr) — g(us) = gu; + Au) — g(u;) =

Dies entspricht gerade dem Differential von x = g(u) aus Gleichung (5.3) (wie es sein sollte):

dg(u)

du.
du Y

r=gu) = dr=
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Wir finden also, dass sich das Integral wie folgt andert:

b 971 (b) u
r=g) = [arsw= [ T ) (6.20)

Als Beispiel betrachten wir folgendes Integral:

3
1
d _7
/2 T5r—7

Wir setzten hier

7 7
u=5r—7=¢g'(z) = u+T7=5z = x:u—g— = g(u):u—;
Darauf folgt, dass
dg(u) 1
du 5
Da g~ !(2) = 3 und g~*(3) = 8 folgt aus Gleichung (6.20):

3 1 8 11 1 /% 1 1 5 1 8
/2 d:v5$_7 /3 du5 . 5/3 duu - [n(jul)]; = (In(8) — In(3)) ;I (3)

Konkret kann man aus der allgemeinen Substitutionsregel zum Beispiel folgende beiden hilfreichen
Rechentricks herleiten:

1. Verschiebetrick: hiermit kann man additive Konstanten im Integranden loswerden:

b b+xo
/ de f(x + z9) = / du f(u) (mit z = g(u) = u — x9). (6.21)
a a+xg
2. Reskalierungstrick: hiermit kann man multiplikative Konstanten im Integranden loswerden:
b A u
/ dr f(Az) = / du Xf(u) (mit z = g(u) = X) (6.22)
a Aa

6.3.5 Partielle Integration

Ein weiterer vielgenutzter Rechentrick ist die partielle Integration, die im Wesentlichen auf der
Produktregel basiert (siehe Gleichung (5.8)). Seien f(z) und g(x) zwei differenzierbare Funktionen.
Dann gilt laut Produktregel:

L (fay @) = T gy 1 gy 242,

Wenn man jetzt noch den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung in Gleichung (6.7)
dazunimmt, erhilt man die Formel der partiellen Integration:

[ e T2 gt = 1s@ gt - [ o sy B2 (623)
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Die partielle Integration erlaubt es also, Ableitungen zwischen verschiedenen Funktionen im Integran-
den hin- und herzuschieben. Das ist manchmal hilfreich, denn Ableitungen und Stammfunktionen
von bestimmten Funktionen sind besonders einfach.

Rechenaufgabe:

Bestimmen Sie folgendes Integral mit Hilfe partieller Integration.

b
/ dr e’ =
a

Tipp: der Integrand hat zwei Teile. Wenn Sie den “richtigen” davon als Ableitung verstehen,
wird das Integral mit partieller Integration einfacher. Wenn Sie den “falschen” als Ableitung
verstehen, wird das Integral schwerer. 50-50-Chance! (Idealerweise nutzen Sie Ihre mathematische
Intuition, um die Chance zu erhdhen.)

6.4 Bestimmtes und unbestimmtes Integral am Beispiel
von einfachen Integralen von skalaren Funktionen meh-
rerer Variablen

Bisher haben wir nur Integrale von Funktionen einer Variablen, z. B. f(x), betrachtet. Im folgenden

wollen wir auch Integrale von Funktionen mehrerer Variablen betrachten. Dazu betrachten wir die
Funktion

f-R"=>R |, & f(x,...,2,).

Fiir diese Funktion kann man mehrere Arten von “einfachen” Integralen definieren. Beachten Sie,
dass hierbei n nicht genauer spezifiziert ist — alles, was wir in diesem Abschnitt sagen, gilt also auch
fir Integrale von Funktionen nur einer Variablen (also [ dz f(z)): in beiden Fallen unterscheiden
wir bestimmte und unbestimmte Integrale.

6.4.1 Unbestimmtes Integral iiber eine der Variablen

Das unbestimmte Integral iiber die Variable z; (mit i € {1,...,n}) ist definiert als

d Fi(xy,...,zn) = f(z1,. .., 25). (6.24)

%

/dxif(afl,...,xn) = Fy(xy,...,x,) mit

Hierbei ist Fj(x1,...,x,) eine Stammfunktion von f beziiglich der Integration nach z;. Wie die
Stammfunktion aus Kapitel 6.2 ist sie nicht eindeutig. Betrachten wir zum Beispiel F;(z1,...,x,) =
Fi(x1,...,2,) + C(z1,. .., 21, Tis1, ..., 2y), wobei C(z1,..., 2 1,Zis1,...,%,) eine beliebige

Funktion aller Variablen auRer z; ist, so gilt:
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d d ~
dxiFi(xl,...,xn) = flzy,...,2,) = dxiFi(xl,...,xn) = f(z1,...,2,).

6.4.2 Bestimmtes Integral iiber eine der Variablen

Hier gilt analog zum bestimmten Integral iiber nur eine Variable:

b
/ dlﬁif(Ih cee ,9Cn) = Fi($h cee 7$¢—1,b7$i+17 e 7$n) - Fi(Ily sy Lj—1, Ay Tig 1y - - - 7$n)7
a

(6.25)

wobei F; wieder eine Stammfunktion beziiglich z; ist, %Fi(:pl, v y) = f(1,. ., ).

6.5 Mehrfachintegrale

Zuletzt definieren wir noch Mehrfachintegrale.

6.5.1 Flachenintegrale

Der einfachste Fall ist der des Flachenintegrals. Die Motivation fiir das Flachenintegral ist die
Berechnung des Flacheninhalts A, der von einer beliebigen Kurve eingeschlossen wird. Auch hier
kann man den Fliacheninhalt wieder als Summe der Flacheninhalte kleiner Rechtecke, in diesem
Fall von kleinen Quadraten, verstehen. Wir wahlen hier die Konvention, dass alle Quadrate gezahlt
werden, die noch ein Stiick der zu berechnenenden Flache einschlieRen.

A= Ax Ay
/’/ ' N

A %% N

- N - AX
\\\ B //

N L

A A
X X

AR A=) AzAy. (6.26)

Der Fliacheninhalt innerhalb der Kurve ergibt sich wieder durch den Grenzfall unendlich vieler un-
endlich kleiner Rechtecke,

Az—0 Ay—0 “—
K3

A:/ dA = lim lim A;. (6.27)
umrandete Flache
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Flachenintegrale werden mit verschiedenen, dquivalenten Symbolen bezeichnet. Wenn wir die beiden

: - . x : :
Koordinaten noch in einen Vektor 77 = zusammenfassen, gibt es folgende Notationen:

Y
/dA:/dx/dyz//dxdy:/dQT. (6.28)

Das Differential d*r zeigt an, dass man ein zweidimensionales Integral iiber die Koordinaten, die im
Vektor 7 zusammengefasst werden, berechnet.

6.5.1.1 Praktische Berechnung des Flachenintegrals

Die Angabe des Flachenintegrals als Grenzwert von kleinen Quadraten ist zwar mathematisch schén,
praktisch aber nicht besonders hilfreich. Wie rechnet man ein Flachenintegral jetzt genau aus? Bei
“normalen” Integralen gab es einen dhnlichen Grenzwert von diinnen Rechtecke, den wir in der Praxis
aber nie auswerten. Stattdessen nutzt man den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung und
driickt das Integral mit einer Stammfunktion aus.

Flachenintegrale berechnen wir in der Praxis auch nicht iiber den Grenzwert kleiner Quadrate, son-
dern fiihren das Flachenintegral auf “normale” Integrale zuriick. Hierzu miissen wir zunichst die
Flache mathematisch beschreiben, deren Flacheninhalt wir berechnen wollen (wir miissen die Fla-
che “parametrisieren”). Zu diesem Zweck definieren wir zwei Funktionen fi(z) und f»(x), so, dass
y = fi(x) die obere Grenze des berandeten Gebietes ist, und y = f>(x) die untere Grenze des
Gebiets:

fJX)

P P L
X4 Xo X4 Xo
X X

Die zwei x-Werte bei denen die obere und untere Begrenzung zusammenkommen nennen wir z:; und
xo. Offensichtlich ist der Flacheninhalt der berandeten Flache zusammengesetzt aus dem Flachen-
inhalt zwischen der blauen Funktion fi(x) und der z-Achse, und dem der Flache zwischen der roten
Funktion f5(z)und der z-Achse. Wir finden also:

A= [ o - [ dnhio = [de (o) - o) = da //f(()) dy.  (6.29)

x1 x1 x1

Die letzte Gleichung ist eine verschachtelte Form von Integralen, die wir schon kennen:

T2 Ji(z)
A:/ dx h(xz) mit h(:c):/f dyg(y) und g¢g(y) =1 (6.30)

xr1 Q(m)
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Diese Schreibweise des Integrals besagt, dass wir fiir jeden xz-Wert zwischen 21 und 2, den Flachen-
inhalt eines Rechtecks der Breite dz und Héhe h(z) = fi(x) — fo(x) aufsummieren. Diese Hohe
wiederum schreiben wir als das Integral von g(y) = 1 iiber die y-Koordinate zwischen den beiden
Berandungsfunktionen (das ist eben einfach eine dquivalente Schreibweise!). Gleichung (6.29) ergibt
immer den Flacheninhalt — auch dann, wenn die Flache nicht so schén symmetrisch um y = 0
liegt, oder wenn die umrandete Fliche anders geformt ist. Die Definitionen des Flachenintegrals in
Gleichungen (6.27) und (6.29) sind dquivalent. Die erste Form ist mathematisch eleganter, aber in
der Praxis nutzlos. Die zweite Form erlaubt es, einen Flacheninhalt explizit zu berechnen.

Rechenaufgabe:

Der Einheitskreis ist durch die Gleichung 22 + 4% = 1 definiert.

1. Finden Sie die Funktionen y = fi(z) und y = fa(x), die den Kreis oben und unten beranden.
Was sind die 2-Werte, bei denen diese beiden Funktionen zusammenstolRen?

2. Nutzen Sie fol dzv1—2%2= 7, um den Fliacheninhalt des Einheitskreises zu berechnen.

6.5.1.2 Flachenintegrale von Funktionen mehrerer Variablen

Die Berechnung von Fliacheninhalten ist tatsdchlich nicht der Hauptnutzen von Flichenintegralen.
Vielmehr nutzen wir diese in der Physik dazu, um Funktionen iiber Flachen zu integrieren. Dies
erlaubt uns zum Beispiel, aus einer (Flachen-)dichte eine Gesamtzahl zu berechnen. Betrachten wir
als Beispiel hierzu ein Stiick Wald und fragen uns, wie viele Baume dort wohl stehen. In einem
einfachen Modell kdnnte man annehmen, dass die Baume immer genau in 4 Metern Abstand stehen.
Das stimmt aber im echten Wald sicher nicht: dort stehen die Bdume an manchen Orten dichter als
an anderen.
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‘ Aj= Ax Ay
/1. Ay}
L Ax -
> \ I
NJ| P4
A

Um diese Unterschiede im Baumbestand zu beriicksichtigen, kdnnen wir zunachst eine Baumdichte
einfiihren. Hierzu unterteilen wir unser Waldstiick wieder in kleine Quadrate der Fliche A; = Ax Ay.
In einem gegebenen Quadrat haben wir dann eine Baumdichte ppaum(Quadrat i), die wie folgt
definiert ist:

B Anzahl der Baume im Quadrat ¢

PBaum (Quadrat i) = _ Anzahl der Baume im Quadrat 2'.

Flache des Quadrats 7 Ax Ay
(6.31)
Im konkret abgebildeten Beispiel ist die Baumdichte entweder ppaum = 0 (wenn kein Baum im
fraglichen Quadrat steht), oder ppaum = 1@% (wenn ein Baum im fraglichen Quadrat steht). Die

Gesamtzahl der Bdume ist dann gegeben durc

Anzahl Baume = Z B3ume in Quadrat ¢

Quadrate ¢

= Z Bdume pro Fliche - Flache

Quadrate 4

= Z Baum-Dichte - Flache

Quadrate %
= Z PBaum (Quadrat i) A; = Z Peaum (Quadrat i) Az Ay.
Quadrate ¢ Quadrate %

Um jetzt von der durch Quadrate gendherten Flache auf die echte Waldflache zu kommen, miissen
wir wieder den Grenzwert Az — 0 und Ay — 0 nehmen, und gehen von der Summe zum Integral
iber. Fiir die Baumdichte heillt das, dass wir von der Funktion ppaum(Quadrat 7) zu einer Funktion
der kontinuierlichen Ortskoordinaten ppaum(,y) lbergehen. Diese ist wie folgt definiert

1. pBaum(x,y) = 0 falls der Ort mit Koordinaten (z,y) nicht unter einem Baum liegt.

_ 1
2. pBaum(za y) " Fliche direkt unterhalb des Baums’

Baum liegt.

falls der Ort mit Koordinaten (x,y) unter einem

Das macht Sinn: ppaum(,y) ist wieder von der Form ppaum(z, y) = ArzehlyonBaumen (ehen fiir genau

einen Baum, Anzahl von Baumen = 1, und die Fliche unter diesem einen Baum). Diese Funktion
misst also den Anteil eines Baumes, der iiber einem bestimmten Ort liegt. Die Gesamtzahl von
Baumen ist dann durch

Anzahl Bdume = /dApBaum(x,y) (6.32)

gegeben.
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X

Dieses Prinzip verallgemeinern wir jetzt zum Integral einer beliebigen Funktion f(z,y) iber eine
Flache A. Dieses hat folgende dquivalente Notationen:

//Adxdyf(x,y)://Aﬂx,y)dxdy:/d:c/dyf(x,y):AlirgOAl;gO;Aif(xi,yi),

(6.33)

wobei 7 die kleinen Quadrate durchnummeriert, in die wir die Flache unterteilt haben (diese haben
den Flacheninhalt A; = Az Ay), und (z;,y;) ist ein (beliebiger) Punkt im Quadrat 1.

6.5.2 Volumenintegrale von Funktionen mehrerer Variablen

Die Verallgemeinerung vom Flachenintegral zum Volumenintegral ist jetzt ein mathematisch ganz
natiirlicher Schritt. Ausgangspunkt ist die Frage: Was ist das Volumen eines seltsam geformten
Korpers? Ein Quader hat das Volumen Hohe mal Breite mal Tiefe, aber wie berechnet man das
Volumen eines “Blobs™?

Die Idee des Volumenintegrals ist wieder ganz einfach: man unterteile den Blob in kleine Wiirfel
mit Kantenldngen Az in z-Richtung, Ay in y-Richtung und Az in z-Richtung. Der i-te dieser
kleinen Wiirfel hat dann das Volumen V; = Ax Ay Az. Das Gesamtvolumen des Blobs ist dann
naherungsweise gegeben durch

V ~ Z Vi= Z Ax Ay Az. (6.34)
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Das echte Volumen des Blobs erhalten wir nun wieder im Grenzwert unendlich vieler, unendlich
kleiner Blobs. Dieser Grenzwert definiert das Volumenintegral:

= /Volumen des Blobs V= Alﬂlvrgo AIZ}JIEO Alirgo zz: ‘/Z (635)

Auch Volumenintegrale werden mit verschiedenen, dquivalenten Symbolen bezeichnet. Wenn wir die
x

Koordinaten noch in einen Vektor 7= | y | zusammenfassen, gibt es folgende Notationen:
z

/dV:/da:/dy/dz:///dxdydz:/d3r. (6.36)

Scheibe bei festem

In der Praxis berechnen wir Volumenintegrale wieder dadurch, dass wir sie auf die uns bekannten
eindimensionalen Integrale zuriickfiihren. Dazu schneiden wir den Blob in infinitesimal diinne (y, 2)-
Scheiben (also Scheiben mit festem x). Diese Scheiben haben eine Dicke dx. Da der Blob ein linkes
und rechtes Ende hat, gibt es solche Scheiben nur fiir z-Werte zwischen x; und x5. Das Volumen des
Blobs ist dann das Integral der Volumen dV' = dz A(x) der Scheiben, wobei A(x) der Flacheninhalt
der Scheibe bei z ist:

V= /dV = / dz A(x). (6.37)

Zur Berechnung von A(z) nutzen wir das Flachenintegral aus Gleichung (6.29), und erhalten:

T2 fi(z) hi (z,y)
V= / dx / dy / dz. (6.38)
x1 Ja(x) ha(z,y)

Hierbei sind y; = fi(2) und yo = f5(2) die minimalen und maximalen y-Werte der Scheibe bei z,
und z; = hy(z,y) sowie zo = ho(z,y) die minimalen und maximalen z-Werte der Scheibe bei x
am y-Wert y. Diese Integrale berechnen wir dann wiederum iiber den Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechung mittels Stammfunktionen. Und wie bei Flachenintegralen liegt der Hauptnutzen
von Volumenintegralen nicht im Bestimmen von Volumina, sondern im Integrieren von Funktionen
iiber Volumen. Hier gilt analog zum Integral iiber Flachen:
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/de(:B,y,z)

/d:r/dy/dzf(x,y,z):///d:vdydzf(x,y,z):/dSTf(a:,y,z)

= lim lim lim Vi f(xs, ;%)

Az—0 Ay—0 Az—0

= lim lim lim ZAmAyAzf(xi,yi,zi),

Az—0 Ay—0 Az—0

wobei f(z;,y;, z;) der Funktionswert an einem (beliebigen) Punkt (z;,y;, z;) im i-ten Wiirfel ist.

6.5.3 Allgemeine Mehrfachintegrale von Funktionen mehrerer Varia-
blen

Im Allgemeinen betrachtet man natiirlich Funktionen von vielen Variablen x4, x5, ..., x,,. Man kann
dann auch iiber alle (oder einen Teil) dieser Variablen integrieren. Formal ist das einfach die Erwei-
terung des Volumenintegrals;

/d"rf(xl,...,:vn) = /dxl .../dxnf(xl,...,a:n) = ( lim A%) f@in, o xin), (6.39)

wobei z; ; die j-te Komponente eines Vektors 7; bezeichnet, der an einen Punkt innerhalb eines
Hyperkubus ¢ mit Volumen lima,, o Az; zeigt.

6.5.4 Reihenfolge und Vertauschung (oder nicht!) von Integralen

Im Allgemeinen darf man die Reihenfolge, in der Integrale ausgefiihrt werden, nicht verandern. Die
Reihenfolge entspricht dabei der Reihenfolge der Integrale von rechts nach links gelesen. Beim
Flachenintegral

To f1(x)
I :/ dx / dy f(x,y) (6.40)
x1 fa(x)

zum Beispiel fiihrt man zuerst das y-Integral aus, und dann das a-Integral. Betrachten wir folgendes
einfaches Beispiel:

/1 x 1 . 1 : ) 1 121 1, 1, 1
d:c/dy:/dxy””:/d:c:c—o:/dxx:[—x} :<—1——0):—.
0 0 0 ’ 0 0 2 2 2 2

Die Reihenfolge der Integrale ist hier essentielll Wenn wir hier die Integrale vertauschen, erhalten
wir ein anderes Ergebnis:

/Oxdy/Old:p:/oxdy[x]é:/oxdy(l—o):/Oxdylz[y]g:(x_o):x.

Doch nicht nur hier, sondern ganz allgemein gilt: Integrale diirfen im Allgemeinen nicht ver-
tauscht werden! Das heilt aber nicht, dass man Integrale nie vertauschen kann. In der “Physiker-
Praxis’ ist das sogar sehr oft moglich: Integrale kdnnen sicher vertauscht werden, wenn sie feste
Grenzen haben und der Integrand stetig ist. Dann gilt:

85



/abdx /Cddyf(x,y)Z/cddy /abd:cf(x,y)_ (6.41)

Noch mehr Details liber die Vertauschbarkeit von Integralen liefert der “Satz von Fubini”. Hierzu
seien Sie an eines der vielen guten (Analysis-)Lehrbiicher verwiesen.

6.5.5 Integrale von vektorwertigen Funktionen

In kartesischen Koordinaten geschieht die Integration von vektorwertigen Funktionen kompo-
nentenweise. Betrachten wir der Konkretheit halber das Beispiel einer m-komponentigen Funktion

f

R" = R™, 7 f(7) =) & f;(). (6.42)
Diese wollen wir jetzt iiber die n Koordinaten integrieren. Dann gilt:

/ iy i :igj / ' £(). (6.43)

Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

e Die Bedeutung eines Integrals als Flache erkldren kénnen.
e Wissen, was eine Stammfunktion ist.

e Den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kennen und seine Bedeutung erklaren
konnen.

e Sagen konnen, was bestimmte und unbestimmte Integrale sind.

e Einige elementare Stammfunktionen kennen (Exponentialfunktion, Polynome, 1/z, Sinus, Ko-
sinus).

e Wissen, wie uneigentliche Integrale genau definiert sind (mit Grenzwerten!).
e Die Rechentricks aus Kapitel 6.3.3 kennen und anwenden kdnnen.

e Variabelsubstitution anwenden konnen.

e Partielle Integration anwenden konnen.

e Wissen, wie man Mehrfachintegrale (insbesondere Flachenintegrale und Volumenintegrale)
definiert und berechnet.

e Wissen, wann man Integrationsvariablen vertauschen darf.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heillen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 7

Krummlinige Koordinaten und
Koordinatenwechsel im Integral

Um die physikalischen Eigenschaften eines gegebenen Systems zu beschreiben, ist es immer hilfreich,
die Beschreibung an das System anzupassen. Je besser die “Sprache”, in der das System beschrieben
wird, zum System passt, desto einfacher ist es in der Praxis, physikalische Fragen fiir das Problem zu
beantworten. Es lohnt sich also auch, das jeweils am besten passende Koordinatensystem zu suchen,
und das Problem dann in diesen Koordinaten zu beschreiben. Eine besonders hilfreiche Klasse von
Koordinatensystemen sind die sogenannten “krummlinigen Koordinaten”. Die wichtigsten Vertreter
dieser Klasse sind Polarkoordintaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten.

7.1 Polarkoordinaten

In der Physik versucht man, Probleme so gut es geht in ein paar grundlegenden Koordinatensys-
temen zu beschreiben. Wir haben bisher hauptsichlich kartesische Koordinaten genutzt. In zwei
Dimensionen waren das die Koordinaten = und y. Oftmals sind physikalische Systeme aber rota-
tionssymmetrisch. In solchen Fillen ist es hilfreich, von kartesischen Koordinaten zu sogenannten
Polarkoordinaten iiberzugehen.

X
Diese driicken die z- und y-Koordinaten iiber den Abstand r = || = \/2? + y? aus, den ein Punkts
mit dem Ortsvektor ¥ zum Ursprung hat, sowie iiber den Sinus und Kosinus des Winkels ¢, den der
Ortsvektor 7 mit der z-Achse einschlieft.
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Man kann also jeden Punkt dquivalent durch die Angabe der z- und y-Koordinate angeben, oder
durch die Angabe von 7 und . Hierbei ist € [0, 00[. Der Winkel ¢ muss einen beliebigen Winkel-
bereich der Breite 2 abdecken — eine oft genutzte Konvention ist ¢ € [0,2x]. Fir z =0 =y ist ¢
unbestimmt.

Aber wo liegen die Koordinatenachsen, die zu den neuen Koordinaten (r, ¢) gehdren? Mathematisch
genauer sollten wir fragen; wohin zeigen die neuen Basisvektoren €, und €, die zu unseren neuen
Koordinaten gehoren?

Am einfachsten zu verstehen ist hier é,. Dieser Vektor zeigt entlang der Verbindungslinie vom
Ursprung zum Punkt 7. Wichtig: dies bedeutet, dass der neue Basisvektor €, vom Punkt 7 abhangt,
an dem wir ihn anschauen. Der Vektor €, ist ein Vektor, der senkrecht zu €, steht. Somit erhalten
wir also wieder ein orthonormales Koordinatensystem, wie auch bei kartesischen Koordinaten.
Die Richtung der Basisvektoren (Koordinatenachsen) hangt aber jetzt vom Punkt 7 ab,
an dem wir das Koordinatensystem betrachten! Konkret haben die neuen Basisvektoren die Form

&, (r, ) = (COS(‘P)) und  E,(r, ) = <‘Si“(¢)). (7.2)

sin(¢) cos(p)

Der Einheitsvektor €,.(r, ¢) zeigt in die Richtung, in der die -Koordinate gréRer wird, also entlang
einer r-Koordinatenlinie (eine Koordinatenlinie ist eine Linie, entlang derer sich nur eine der Koor-
dinaten andert). Wie der Einheitsvektor selbst muss also auch die Richtung dieser Koordinatenlinie
vom Ort abhdngen. Das gleiche gilt fiir die Koordinatenlinien in ¢-Richtung. Um uns das bildlich zu
veranschaulichen lohnt es sich, sich die Koordinatenlinien im kartesischen System in Erinnerung zu
rufen (also mit den “normalen” z- und y-Achsen). Dort finden wir den Punkt mit den Koordinaten
x = 2 und y = 3 dadurch, dass wir vom Ursprung ausgehend zuerst 2 Langeneinheiten (Ax = 2)
entlang einer Koordinatenlinie in z-Richtung gehen, und dann 3 Einheiten entlang der y-Richtung
(Ay = 3):
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In Polarkoordinaten ist im Prinzip das nicht anders. Hier sind allerdings die Koordinatenlinien ge-
kriimmt: die Linien der r-Koordinaten gehen radial vom Ursprung nach aulen, die Koordinatenlinien
in -Richtung entsprechen Kreisen (die auf der positiven Halfte der z-Achse starten und enden).
Den Punkt mit Koordinaten » = 2 und ¢ = 7/3 finden wir also dadurch, dass wir zuerst entlang der
r-Koordinatenlinie zum Winkel ¢ = 0 (diese entspricht der positiven Halfte der z-Achse, die negative
Halfte der z-Achse gehort zum Winkel ¢ = 7 und ist somit die Koodrinatenlinie fiir die r-Koordinate
bei ¢ = m) eine Strecke Ar = 2 nach auRen gehen, und danach eine Strecke Ap = 7/3 entlang
der p-Koordinatenlinie gehen.

ol (r=2,0=3)

Achtung: da der Winkel ¢ von der z-Achse “nach oben hin” gemessen wird, miissen wir auf der
p-Koordinatenlinie entgegen dem Uhrzeigersinns gehen.

7.2 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten sind die direkte dreidimensionale Verallgemeinerung von Polarkoordinaten. Sie
sind hilfreich, wenn man ein “zylindersymmetrisches” (um eine Achse rotationssymmetrisches) Pro-
blem beschreiben will. Beispiele hierfiir sind ein stromdurchflossener Draht (der unter anderem ein
Magnetfeld erzeugt), oder Wasser, das durch ein Rohr flieBt. Die Idee ist einfach, dass man die
x und y Komponente des dreidimensionalen Ortstvektors 7 in Polarkoordinaten schreibt, und die
z-Komponente so l3sst, wie sie ist:
p cos(¢p)
7= sin()
z
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Zur Beschreibung eines Punktes im Raum geben wir Zylinderkoordinaten also an Stelle der kartesi-
schen Koordinaten (x,y, z) die neuen Koordinaten (p, ¢, z) an. Hierbei ist p = /22 + y? die Lange
der Projektion des Vektors 7 in die (z,y)-Ebene, und ¢ der Winkel, den diese Projektion mit der
x-Achse einschlieRt. Die méglichen Werte dieser Koordinaten sind p € [0, oo[, wohingegen wie bei
Polarkoordinaten die iibliche Konvention fiir ¢ durch ¢ € [0, 27| gegeben ist.

Wie bei Polarkoordinaten hangen die neuen Basisvektoren €, und €, vom Punkt ab, an dem wir sie
auswerten. Die Basisvektoren bilden ein orthonormales Basissystem und lauten:

cos(yp) — sin(yp) 0
o, ,2) = | sin(p) |, Eulp.p,2) = | cos(p) und € (p,p,2)=10]. (73)
0 0 1

7.3 Kugelkoordinaten

Eine letzte wichtige Sorte von Koordinaten sind die sogenannten Kugelkoordinaten. Diese sind vor
allem in der Beschreibung von “kugelsymmetrischen” Problemen hilfreich. Beispiele fiir solche Pro-
bleme sind (in guter N3herung) die Anziehung der Planeten durch die Sonne, oder das elektrische
Feld einer Punktladung. Hier gehen wir von den kartesischen Koordinaten (z,y, z) zu Koordinaten
(r,0, ) lber, die wie folgt definiert sind: r = || = \/2? 4+ y? + 22 ist der Abstand des Punktes mit
Orstvektor 7 zum Ursprung, @ ist der Winkel des Ortsvektors mit der z-Achse, und ¢ der Winkel der
Projektion des Ortsvektors in die (x,y)-Ebene (wie bei Zylinderkoordinaten). Betrachten wir diese
Koordinaten am Beispiel eines Flugzeugs:
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Um in gerader Linie vom Ursprung zu einem beliebigen Punkt zu fliegen, miissen wir den Winkel
¢ der Flugbahn in der Ebene und den “Anstellwinkel” der Flugbahn 6 (aus Konvention gemessen
beziiglich der z-Achse) angeben. Diese beiden Winkel bestimmen die Verbindungslinie zwischen dem
Ursprung und dem Punkt, zu dem das Flugzeug fliegt. Die letzte fehlende Angabe ist jetzt noch
r, die Flugstecke (also der Abstand des Punktes vom Ursprung). Die Angabe der drei Koordinaten
(r,0, ) legt jeden moglichen Zielpunkt des Flugzeugs eindeutig fest — wir haben also ein weiteres
alternatives Koordinatensystem gefunden. Die Wertebereiche dieser Koordinaten sind r € [0, ¢,
0 € [0,7] und ¢ € [0,27[ (wieder die iiblichen Konventionen, und wieder ist der Winkel ¢ nicht
wohldefiniert wenn x = y = 0 ist, wohingegen 6 nur fiir x = y = z = 0 nicht wohldefiniert ist). Der
Ortsvektor ist dann gegeben durch

T r sin(f) cos(ip)

=y | =|rsin@) sin(p) | . (7.4)
z r cos(0)
y y

z Ot

Wie bei Zylinder- und Polarkoordinaten hangen die zugehdrigen neuen Basisvektoren €., ¢, und
€, vom Punkt ab, an dem wir sie auswerten. Am einfachsten vorzustellen ist dabei der Vektor €,
der wie bei Polarkoordinaten entlang der Verbindungslinie vom Ursprung zum Punkt i zeigt. Die
beiden anderen Vektoren sind senkrecht zu €., und auch senkrecht aufeinander, so dass wir wieder
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ein orthonormales Basissystem erhalten. Sie zeigen entlang von Lingen- und Breitengrade einer
imaginaren Kugel vom Radius r und haben die Formeln:

sin(#) cos(p) cos () cos(yp) —sin(yp)
€ (r,0,¢) = | sin(f) sin(yp) | , €(r,0,¢) = | cos(d) sin(p) | und €,(r,8,p) = | cos(p)
cos(0) — sin(0) 0
(7.5)

7.4 Koordinatenwechsel bei Integralen: die Jacobimatrix

Die in den letzten Abschnitten eingefiihrten krummlinigen Koordinaten vereinfachen die mathemati-
sche Beschreibung von “runden” Problemen erheblich. Das siecht man schon am Beispiel eines Kreises
mit Radius R. In kartesischen Koordinaten ist der Kreis die Menge aller Punkte mit y = v/ R? — 22
und der Punkte mit y = —v/ R? — 22, wobei x € [—R, R]. Das ist eine recht komplizierte Definiti-
on fiir ein so einfaches geometrisches Objekt wie einen Kreis. In Polarkoordinaten hingegen ist der
Kreis einfach die Menge der Punkte mit » = R. Es lohnt sich also, Punkte im Raum in den jeweils
passenden krummlinigen Koordinaten (Polar-, Zylinder- oder Kugelkoordinaten) anzugeben.

Es ist sicherlich auch bei Integralen iiber “runde” Geometrien eine gute Idee, die passenden Ko-
ordinaten zu nutzen — in einem kugelsymmetrischen Problem also zum Beispiel Kugelkoordinaten.
Wir wollen dann von den kartesischen Integrationsvariablen z, iy und z zu den neuen Koordinaten r,
6 und ¢ libergehen. Wie geht das? In Kapitel 6.3.4 haben wir schon das Konzept der Variablensub-
stitution im Integral kennengelernt. Diese erlaubte es uns, von einer Integrationsvariable z {iber die
Definition 2 = g(u) zu einer neuen Integrationsvariablen u = g~!(z) iiberzugehen. Dabei mussten
wir nicht nur die Integralgrenzen anpassen, sondern haben auch noch einen Extra-Faktor ¢/(u) im
Integral bekommen:

b 97" (b) u
[ars@= [ a8 gy,

~Ha)

Diese Gleichung wollen wir jetzt zum allgemeinen Koordinatenwechsel im Integral verallgemeinern.

7.4.1 Transformationssatz fiir Integrale

Ausgangspunkt ist ein Integral iiber n Koordinaten x4, ..., x, einer Funktion f(xy,..., z,):

1:/dxl.../dxnf(xl,...,xn). (7.6)

Der Einfachheit halber betrachten wir hier unbestimmte Integrale — wenn man etwas konkret aus-
rechnen will, muss man noch passende Integrationsgrenzen einsetzen. Wir wollen nun zu neuen
Koordinaten uq, ..., u, lbergehen. Als ersten Schritt driicken wir hierzu die urspriinglichen Koordi-
naten als Funktionen der neuen Koordinaten aus:

;= ai(ug, ... u,) Vi=1,...,n. (7.7)

Als Beispiel erinnern wir uns an Polarkoordinaten, in denen der Koordinatenwechsel von x und y zu
r und ¢ erfolgt, wobei
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x=2x(r,p) =71 cos(e) und y=y(r,¢)=rsin(p).

Der Koordinatenwechsel von den z; zu den u; wird durch die sogenannte Jacobi-Matrix Jz()
charakterisiert. Diese ist die Matrix der partiellen Ableitungen der alten Koordinaten nach den neuen:

0 (i) NG
ou1 e Oun,
Ox2 () Ox2 (1)
. 83:1(6) . ouy o Oun,
Tz (t)];; = 0w, Js(@) = K (7.8)
Oxp (1) Oxp (1)
oul e Oun

Im Beispiel der Polarkoordinaten ergibt dies

T (rg) = —&Eg;j@) —&Eé;’“o) _ cos(p) —r sin(p) |
oA sin(p) 7 cos(p)

Oy(ry)  Oy(ryp)
or e

Der sogenannte Transformationssatz besagt nun, dass sich Integrale wie folgt transformieren:

/d"xf(ml,...,xn) - /d”u Det {Tx(@)}| f(a1(T), ... 20(T)). (7.9)

Fiir Polarkoordinaten ergibt sich (wie Sie leicht nachrechnen kdnnen):

COSs

p) —r Sin(so))

(
jxy T, = .
3(7:) <Sm(<p) r cos(y)

= Det{J.y(r, @)} =r cos?(ip) — (—7“ sinz(gp)) = r(cos?(yp) +sin*(p)) = r.

Hierbei haben wir das allgemeine “Additionstheorem” cos?(ip) + sin®(p) = 1 V¢ (auch “trigonome-
trischer Pythagoras” genannt) genutzt. Da r = |r| ist, ergibt sich fiir Integrale folgende Transfor-
mationsregel:

//d:vdyf(%y) :/dr/dwf(w(mo}’y(nw)) =//drdwf(fv(mp),y(mﬁ))
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Beim Basiswechsel /Koordinatenwechsel in Integralen gilt zusammenfassend folgendes Kochrezept:

1. Driicken Sie die urspriinglichen Koordinaten z; als Funktionen der neuen Koordinaten u; aus:

—

rp=xi(u, .. u,) =x(0) Yi=1,...,n.

2. Bestimmen Sie die Jacobimatrix Jz(u) mit Eintragen

 Oy(id)

g 8Uj

Jz(10)]
3. Verandern Sie das Integral gemass Gleichung (7.9) wie folgt:

/d”mf(xl,...,xn) :/dnu |Det {Jz(u)}| f(z1(),...,z,(1)).

In Kurzschreibweise gibt man auch oft nur die Transformation des infinitesimalen Flachenelements
an:

dx dy — rdrdey. (7.10)

Analog kann man diese Rechnung auch fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten ausfiihren. Man findet
dann:

e Zylinderkoordinaten: dx dydz — pdpdpdz.

o Kugelkoordinaten: dz dy dz — r? sin(0) dr df dp.

Eine geometrische Interpretation des Transformationssatzes findet sich iibrigens in Anhang C.
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Rechenaufgabe:

1. Berechnen Sie die Flache eines Kreises mit Radius R in den am besten passenden Koordinaten.
Nutzen Sie hierfiir den Transformationssatz, und iiberlegen Sie, was die passenden Grenzen
sind. Fiihren Sie dann das Integral aus.

A= // d’r =
Kreis

2. Berechnen Sie analog das Volumen einer Vollkugel mit Radius R in den am besten passenden
Koordinaten. Tipp: cos(0) = 1 und cos(w) = —1.

S
Vollkugel
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Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

Wissen, wie Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten funktionieren:

— Definition dieser Koordinaten kennen.

— Wertebereiche der neuen Variablen kennen.

Wissen, dass die Basisvektoren in diesen Koordinaten vom Ort abhangen.

Den letzten Punkt mindestens am Beispiel von €, (Polar- und Kugelkoordinaten) bzw. €,
(Zylinderkoordinaten) erklaren kénnen — und diese also auswendig kennen.

Wissen, wie die Jacobi-Matrix definiert ist.

Wissen, wie man in einem Integral einen Koordinatenwechsel durchfiihrt.

Die Koordinatentransformation fiir Integrale von kartesischen Koordinaten zu Polar-, Zylinder-
und Kugelkoordinaten auswendig kennen.

PS: “gut zu wissen" muss nicht heilen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 8

Vektoranalysis und Integralsatze von
Gauld und Stokes

In diesem Kapitel kommen wir nochmals auf das Konzept der Felder zuriick, die schon im Kapitel
2.6 eingefiihrt wurden. Felder sind mathematisch gesehen einfach Funktionen mehrerer Variablen.
Physikalisch sind es Funktionen, die jedem Punkt 7 im Raum zu jeder Zeit ¢t einen Funktionswert
zuordnen. Genauer haben wir Felder wie folgt unterschieden:

e Ist der Funktionswert eine Zahl (ein Skalar), so sprechen wir von einem Skalarfeld. Beispiele
sind die Temperatur 7'(7,t) oder die Dichte p(7,t).

e Ist der Funktionswert ein Vektor, so sprechen wir von einem Vektorfeld. Beispiele sind das
elektrische Feld E(7,t) oder das magnetische Feld B(7,t).

e Ist der Funktionswert ein Tensor n-ter Stufe, so sprechen wir von einem Tensorfeld. Beispiele
sind die dielektrische Permittivitat e(,¢) (ein Tensor zweiter Stufe, der in der Optik wichtig
ist), oder der Riemannsche Kriimmungstensor R%; s (ein Tensor vierter Stufe, der in der
Relativitatstheorie die Raumzeit charakterisiert).

e Hiangt ein Feld nicht von der Zeit ab, so spricht man von einem statischen Feld.

Felder spielen in der Physik eine zentrale Rolle, denn es geht in der Physik eben meistens nicht
um Dinge, die immer den gleichen Wert haben, sondern darum, wie Dinge sich unter bestimmten
Bedingungen “verhalten”, also ihren Zustand (oder Wert) dndern. In diesem Kapitel gehen wir jetzt
nochmal genauer auf das Rechnen mit Feldern ein und betreiben also Vektoranalysis.

Oftmals ist der reine Wert eines Feldes nicht das Ende der physikalischen Fragestellung: norma-
lerweise miissen wir aus den Feldern noch weitere GréRen berechnen, um am Ende den Ausgang
eines Experiments zu beschreiben. Fiir die “Weiterverarbeitung” von Feldern haben wir zwei Haupt-
Rechentechniken: Ableitung (Differentiation) und Integration.

8.1 Differentialoperatoren der Vektoranalysis

Die erste wichtige Rechentechnik bei Feldern ist das Ableiten, also die Differentiation. Die nun
folgenden Formeln hiangen von der im konkreten Problem betrachteten Raumdimension ab. Diese
ist in der Physik normalerweise d = 3, manchmal auch d = 2 oder d = 1, und nur selten d = 4,5, ...
(der letzte Fall hat zwar zuerst einmal nichts mit unserer alltdglichen Welt zu tun, kann aber trotzdem
manchmal interessant und hilfreich sein). Wir betrachten im folgenden den allgemeinen Fall von d
Raumdimensionen. Felder hingen dann vom d-dimensionalen Ortsvektor i und der Zeit ¢ ab. Ein
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Skalarfeld ¢ und ein n-komponentiges Vektorfeld A sind in diesem Fall mathematisch wie folgt
definiert:

¢:R™ SR, (7it) = ¢ t) und A:R™ 5 R, (Ft) — A(Ft).

Diese Felder kdnnen wir nun mit verschiedenen Kombinationen von Ableitungen weiterverarbeiten.
Diese Kombinationen von Ableitungen basieren alle auf dem Nabla-Operator V, den Sie in Kapitel
5.5.1 kennengelernt haben. Im Kontext von Feldern in der Physik ist der Nabla-Operator ist oft der
Vektor der ersten partiellen Ableitungen nach den rdumlichen Koordinaten (und nicht nach
der Zeit). Fiir d Raumdimensionen ist V dann definiert als

wobei r; die i-te Komponente des Ortsvektors 7 ist, also die i-te Koordinate. Wir nennen diesen
Vektor auch einen Differentialoperator: wenn er auf ein Feld losgelassen wird, macht er etwas
mit dem Feld (er leitet es ab) — er fiihrt also eine Rechenoperation durch. Je nachdem von welcher
Form das Feld ist, kdnnen wir mit dem V-Operator verschiedene Rechenoperationen definieren.

8.1.1 Skalare Felder und V: der Gradient

Wenn wir ein skalares Feld ¢(7,t) betrachten, kdnnen wir mit dem V-Operator den sogenannten
Gradienten des Feldes bilden. Wie in Kapitel 5.5.1 bereits behandelt, ist dieser an einem Punkt 7
wie folgt definiert:

9¢(70,t)

or1
9¢(70,t)

org

grad ¢(7o,t) = Vo (7o, t) = (8.2)

0¢(70,t)

org

Der Gradient macht aus einem skalaren Feld ein Vektorfeld. Dieses Vektorfeld hat eine einfache geo-
metrische Interpretation: man kann zeigen, dass der Gradient eines Feldes immer in die Richtung
des steilsten Anstiegs der Funktionswerte von ¢(7,t) zeigt. Der Gradient steht also insbesondere
senkrecht zu den Aquipotentiallinien / Aquipotentialflichen von ¢(7,t). Zur Illustration zeigen die
folgenden beiden Plots das Feld ¢(7,t) = 2% + y? iiber seinem Gradientenfeld sowie das Gradien-

tenfeld in der Draufsicht (hier ist 7= y also der zweidimensionale Raum):
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8.1.2 d-dimensionale Vektorfelder in d Dimensionen: die Divergenz

Hier betrachtet man ein Vektorfeld, dass ebensoviele Komponenten hat, wie es Raumdimensionen
gibt: . S

AR 5 RY, (7)) = A(F 1),
Bei einem solchen Feld kann man die sogenannte “Divergenz” bilden, die mit dem Symbol “div"" oder
durch “V." bezeichnet wird (der Punkt - bezeichnet hierbei das Skalrprodukt mit einem Vektor,

der noch rechts an die Divergenz V- “rangepackt” werden muss). Hierzu leitet man jeweils die i-te
Komponente des Feldes nach der i-ten Koordinate ab:

d
div A(7o, ) = V- Ao, t) = >

i=1

0A;(To,t)  0AL(To,t)  OAs(0,t) 0A4(T0, 1)

o T o + e +...+ oy (8.3)
Beachten Sie, dass Gleichung (8.3) sich in der Tat als Skalarprodukt des V-Vektors aus Gleichung
(5.16) mit einem Vektorfeld verstehen |dsst. Die Divergenz macht aus einem Vektorfeld ein skalares
Feld. Die Divergenz eines Vektorfeldes hat anschaulich die Interpretation einer Quellstarke, also der
Tendenz des Feldes, von einem gegebenen Punkt wegzufliessen: wenn ein Feld aus einem Punkt
“herauskommt”, so ist die Divergenz positiv (einen solchen Punkt nennt man auch eine “Quelle” des
Vektorfeldes). Geht ein Feld “in einen Punkt hinein”, so ist die Divergenz negativ (so ein Punkt ist
eine “Senke” des Feldes). Dies zeigt auch das folgende Beispiel des Feldes

2 (sin(x) CA(F ) = cos(z) + cos
A(r,t) = <sm(y)> - vAry e
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Im linken Plot des Feldes selbst ist die Quelle bei (0,0) rot markiert, wahrend die Senken blau
markiert sind. Im rechten Plot der Divergenz des Feldes sieht man gut, dass diese Punkte genau den
Maxima und Minima der Divergenz entsprechen. Beachten Sie beim linken Plot, dass die Punkte
auf den z- und y-Achsen, bei denen keine Pfeile sind (z = 0, y = £7 und y = 0,2 = +) keine
Quellen oder Senken sind, da in diesen Punkten das Feld entlang einer Richtung hineinflielt, entlang
der anderen Richtung aber herausflieRt.

8.1.3 Dreidimensionale Vektorfelder in drei Dimensionen: die Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes A(,t) mit drei Komponenten im dreidimensionalen Raum wird
mit “rot” oder “V x” bezeichnet. Sie ist definiert als

rot g(’f_”o, t) =V X E(F(),t) = rot g(’?@, t) = €ijk @jAk(ﬁ), t) (84)

3
(mit Summenkonvention), oder auch explizit

0Ay(To,t)  9A(70,t)

0z dy
V x A, ) = | 22=00l) _ 9Auliol) | (8.5)
QAL (ot)  OAy(To,t)
oy ox

Beachten Sie, dass Gleichung (8.5) sich in der Tat als Kreuzprodukt des V-Vektors aus Gleichung
(5.16) mit einem Vektorfeld verstehen ldsst. Anschaulich entspricht die Rotation eines Vektorfeldes
dem “Grade der Verwirbelung™: wenn ein Feld einen Wirbel hat, ist die Rotation des Feldes am Ort
des Wirbels groR. Das Vorzeichen der Rotation gibt dabei an, ob der Wirbel im Uhrzeigersinn oder
entgegen dem Uhrzeigersinn wirbelt. Dies veranschaulicht das Beispiel des Feldes

B sin(y) B 0
A(7, t) = | sin(x) = VxA(rt) = 0
0 cos(x) — cos(y)
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Links sehen Sie das Vektorfeld A(7,¢) in der (x,y)-Ebene in der Draufsicht (das Feld ist in der
z-Richtung konstant). Hier sind Wirbel im Uhrzeigersinn blau markiert, Wirbel entgegen des Uhr-
zeigersinns sind rot markiert. Rechts sehen Sie die Rotation des Feldes. Die nicht markierten Punkte
ohne Pfeile im linken Plot (z. B. der Ursprung) kann man auch als “Antiwirbel” bezeichnen, sie
haben aber trotzdem verschwindende Rotation.

8.1.4 Zweite Ableitungen: der Laplace-Operator

Zuletzt erinnern wir noch an den Laplace-Operator A aus Kapitel 5.5.2. Der Laplace-Operator ist
die Summe der zweiten partiellen Ableitungen,

d 62
A=) 7 (8.6)
=1 g

Der Laplace-Operator kann auch als Skalarprodukt von Divergenz und Gradient aufgefasst werden,

A= (V-V)=(div-grad). (8.7)

Er kann sowohl auf skalare als auch auf Vektorfelder angewandt werden. Im letzteren Fall geschieht
die Anwendung in kartesischen Koordinaten komponentenweise:

d

AAF ) =AY AT 1) & =) (AA(F 1)) &

i=1 i=1

(8.8)

8.1.5 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Bisher haben wir die Ableitungsoperatoren nur in kartesischen Koordinaten kennengelernt. In Ka-
pitel 7 haben wir aber auch krummlinige Koordinatensysteme eingefiihrt. Es wére verlockend, den
zweidimensionalen V-Operator in Polarkoordinaten einfach als

9 9
ox ? or
dy e

101



zu verallgemeinern. Das ist aber falsch! Richtig muss man die krummlinigen Koordinaten als
Funktion der kartesischen ausdriicken und die Kettenregel beachten. Fiir den Gradienten ergibt das
im zweidimensionalen Fall:

8¢>g"790) 3¢((9r,so) % + 6¢(§r,¢) g_so

o x o r x p r

Vo e) = (%(m@)) N (aqb(mp) or | 96(re) a_¢> ‘ (8.9)
9y or Oy dp Oy

Nachdem man r und ¢ als Funktionen von x und y ausgedriickt hat,
r(z,y) = Va + o7,

arccos ( L > y >0,
$2+y2
p(z,y) =
27r—arccos( - ) y > 0.

x2+y?

kann man durch Vergleich mit den Basisvektoren in Gleichung (7.2) zeigen, dass der Gradient in
Polarkoordinaten gerade folgende Form hat:

Vo(r,e) = e

8925(7"7 @) — 18¢(T7 90> — |z 2 o 12
or + €p r ago =\ér or + €y r a(p (25(7”, 90) (810)

Beachten Sie, dass die Reihenfolge der Ableitungen und der Einheitsvektoren hier wichtig ist, denn
die Einheitsvektoren hdngen von den Koordinaten ab: bei €, 0, ¢/r wirkt die Ableitung nur auf das
Feld ¢, bei

d,€e,— =0, —=-=0 =0

<pesor P ewr , Mb"’r @ €p

per Produktregel auch auf den Einheitsvektor! Bei Ableitungen von Vektorfeldern muss man weiterhin
beachten, dass auch die Einheitsvektoren von den Koordinaten selbst abhdngen. Auf diese Weise kann

man zeigen, dass die Ableitungsoperatoren in den verschiedenen Koordinaten folgende Ausdriicke
haben (hier nur im Fall von drei Raumdimensionen):

8.1.5.1 Gradient eines skalaren Feldes ¢(7,1)

e kartesische Koordinaten:

_ e P(7, 1) e 0o(Ft) . 06(F, t)'

Vo) ar Y Tay ¢ o
e Zylinderkoordinaten:
Vo t) =g, 200 | o 1900 | o 90 1)

dp p  Op 0z

e Kugelkoordinaten:

00(r) | 10O 1 09(rh)

Vot =& or r 0 0 sin(f) O
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8.1.5.2 Divergenz eines Vektorfeldes A(7, )

e kartesische Koordinaten:
VA = 0AL(T)1) N 0A,(7)t) N 8Az(r,t)'

ox oy 0z

e Zylinderkoordinaten:

.10 } 1 0AL(7t)  OAL(7 1)
LA == 2 (pA et AN )
V (T',t) p ap(p P(r7t))+ p 8@ + 82

e Kugelkoordinaten:

VARt = %%(r AL (7)) + m;n(e) ;(sm(e) Aol ) + rsirll(H) aAgf’ 2]

7 1) und Ay (7, t) die Komponenten von A(7, t) in den krumm-

Hier bezeichnen A,(7,t), A, (7,t), A, (T FL
t) = éy(r.t) - A(T,2).

(T
linigen Koordinaten, also z. B. A,(7,

8.1.5.3 Rotation eines Vektorfeldes A(7, )

e kartesische Koordinaten:

2o o (0A(T ) 0A (T )\ L [(OAL(T ) OAL(T ) L [(0Ay (T t)  O0AL(T)1)
VxA(r,t)—ex( y Dz e Dz oz e oz Dy '

e Zylinderkoordinaten:

— L (LAY QAR L [OA(FY)  OAL(F. 1)
Art =e, (- i o
VXAt =8 (p Dip 0z T Dz dp

L1/(8 B DA, (7, t)
“( Z(pA _ e
€z p (8p(p L,O(Tut)) 030 )

e Kugelkoordinaten:

V x A(F,t) = &, mi 7 <%(A¢(F, f)sin(6)) — 2A01) t))

o1 1 0A.(7,t) 0 .
teo <sin(6) oo E(TA@(T’ t)))

vt (e - 24550,

8.1.5.4 Laplace-Operator angewandt auf ein skalares Feld ¢(7,t)

+

e kartesische Koordinaten:

Ap(7,t) =

PO | PO | OO H)
Ox? Oy? 022
e Zylinderkoordinaten:

L1 P(7, ) 1 O?¢(r )  0*¢(7,t)
A1) pap( p )+/§ o 0

e Kugelkoordinaten:

N 7] AP(T,t) 19 (., 06Tt 1 0%¢(rt)
Ag(r1) = 2 or (702 or ) * r2sin(6) 90 (sm(&) a6 ) * r2sin?(f)  0p?
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8.1.6 Ein paar wichtige Rechentricks mit dem V-Operator

Wenn man mehrere Differentialoperationen nacheinander ausfiihrt, ergeben sich ein paar Vereinfa-
chungen.

1. div rot = 0: Fiir zweifach stetig differenzierbare Vektorfelder A(7,) gilt:
V-V x A(7,t) =0, (8.11)

denn mit Slem Satz von Schwarz aus Kapitel 5.5.3 und der Antisymmetrie des e-Tensors gilt
V-V x A(T_’; t) = eijk@-ajAk(F, t) = ejik(?j@iAk(F, t) = GjikaiajAk(F, t) = —EijkaiajAk(F, t)

2. rot grad = 0: Fiir zweifach stetig differenzierbare skalare Felder ¢(7,t) gilt:
V x Vo(7,t) =0, (8.12)

denn V x Vo(7,t) = €;;10;0:¢(7, t). Der Rest folgt analog zu “div rot = 0".

3. div grad = Laplace: Fiir ein skalares Feld ¢(7,t) gilt:
V- Vo(r,t) = Ap(T,t) (8.13)

(dies ist natiirlich einfach nur die Definition des Laplace-Operators, siehe Gleichung (8.7)).

4. rot rot = grad div - div grad = grad div - Laplace: Fir zweifach stetig differenzierbare
Vektorfelder A(7,t) gilt:

V x V x A7 t) =V(V- AT 1) — AA(F, t). (8.14)

Auch hier hilft wieder das Rechnen mit dem e-Tensor, siehe 3.5.2, insbesondere Gleichung
(317) V X V X /T(?T, t)‘ = eijkeklm@@lAm(f’, t) = 8,83/1] (7?, t) — @@AZ(F, t)

8.2 Integration von Feldern

Neben Ableitungen kann man mit Feldern auch Integrale bilden. Hier gibt es zum einen die “norma-
len” Integrale, die schon in Kapitel 6 besprochen wurden (denn letztlich sind Felder nichts anderes
als skalarwertige oder vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen). Daneben gibt es aber zwei
weitere Integraltypen, die im Zusammenhang mit Feldern besonders wichtig sind: Linienintegral und
Oberflachenintegrale.

8.2.1 Linienintegral

Das Linienintegral wird auch Wegintegral, Kurvenintegral oder Konturintegral genannt. Es be-
zeichnet die Integration einer Funktion entlang einer Linie, also entlang eines eindimensionalen Teils
des Raums. Um dieses Konzept zu verstehen, kommen wir nochmals zum Beispiel einer Person zu-
ruck, die uber einen Platz lauft:
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genommener Weg genommener Weg ;’

. / _________________ N . / ________

Person Person

X X

Wir wollen nun die von der Person zuriickgelegte Wegstrecke bestimmen. Das Problem dabei ist,
dass der Weg nicht gerade ist. Ndherungsweise kann man die Wegstrecke dadurch bestimmen, dass
man den zuriickgelegten Weg in kleine gerade Teilstiicke zerlegt, deren Lange wir mit dem Zollstock
bestimmen kdnnen. Wenn wir die Lange des i-ten Teilstiicks mit Al; bezeichnen, so kdnnen wir die
gesamte Wegstrecke durch die Summe der Teilstiicke wir folgt ndhern:

zuriickgelegte Strecke = Z Al;.

Diese Naherung wird offensichtlich besser, wenn man den Weg in immer mehr immer kleinere Teil-
stiicke zerlegt. Im Grenzfall infinitesimal kleiner (“unendlich kleiner”) Teilstiicke bekommt man dann
exakt die zuriickgelegte Strecke:

zuriickgelegte Strecke =  lim Al;.
alle Al;—0 “—
1

Dies driicken wir als Integral

/VVeg - allehirllﬁo Z Al (815)

aus, wobei dl das Differential der Strecke ist. Um solch ein Wegintegral in der Praxis zu berechnen,
miissen wir zunichst ein Mal den Weg parametrisieren, also eine Funktion 7(¢) finden, die als
Funktion eines Parameters ¢ die Orte 7(t) beschreibt, an denen sich die Person im Laufe des Wegs
befindet. Physikalisch ist die Interpretation von ¢ ganz klar die Zeit: als Funktion der Zeit bewegt sich
die Person, und zum Zeitpunkt ¢ ist sie eben am Ort 7(¢). Die auf dem i-ten Teilstiick zuriickgelegte
Strecke Al; kdnnen wir berechnen, indem wir die Geschwindigkeit der Person auf diesem Teilstiick,
U(t) = 0, 7(t) mit der Zeit At; multiplizieren, die die Person fiir das Wegstiick benétigt hat:

W
Al; = (Weg pro Zeit) mal Zeit = ?e,f - Zeit = Geschwindigkeit - Zeit = |v;| At;. (8.16)
i

Dann gilt fiir die zuriickgelegte Strecke:
[
zuriickgelegte Strecke = e dl = / |T(t)| dt = / ‘7’ a”e im _)OZ |T;| At;.  (8.17)

Zusammenfassend finden wir also, dass wir zuerst den Weg mit Hilfe einer Hilfsvariablen ¢ als 7(t)
parametrisieren, die anschaulich der Zeit entspricht. Das Wegintegral [ dl driicken wir dann als
Integral des Wegparameters ¢ aus: [dl = [ dt |07 (t)|.
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1. Parametrisiere Weg: Finde Position als Funktion der Zeit:

2. Bestimmen Wegintegral als “Weg = Geschwindigkeit x Zeit"™

dri(t
zuriickgelegte Strecke = dl = / |U(t)| dt = / (t)
Weg Zeit, die Weg braucht Zeit, die Weg braucht

dt

Die zuriickgelegte Wegstrecke im Integral ldsst sich also mit folgendem Kochrezept berechnen:

a

8.2.2 Linienintegral eines skalaren Feldes

Das Wegintegral kann man nicht nur zum Messen einer Strecke nutzen — besonders interessant
wird es, wenn wir eine Funktion entlang eines Weges integrieren. Als Beispiel kdnnen wir hier eine
Autobahnfahrt in Frankreich betrachten — in unserem Beispielbild sitzt die Person also jetzt im Auto
und fahrt von Bordeaux nach Paris:

Paris . Paris .
> / ________________ = > / ..............
Person in Auto "Person in Auto
. Bordeaux .""Bordeaux
x X

Da es dort die Autobahnmaut gibt, muss die Person auf jedem Teilstiick eine Maut bezahlen. Aller-
dings sind die Mautkosten (Euro pro Kilometer) auf unterschiedlichen Teilstiicken unterschiedlich.
Die gesamten Kosten sind dann gegeben durch

Gesamtkosten = Z Kosten auf i-ten Teilstiick

)

= Z Kosten pro Kilometer auf i-ten Teilstiick x Lange des i-ten Teilstiicks

1

Die Kosten pro Kilometer driicken wir nun mathematisch mit einer Funktion K () aus. Diese besagt,
dass ein infinitesimal kleines Teilstiick der Lange dl, dass um den Ort 7 zentriert ist, die Kosten
K (7) dl hat (wir betrachten hier der Einfachheit halber das “Kostenfeld” K(7) als zeitlich konstant,
also als statisches Feld). Zwischen Tours und Orléans zum Beispiel ist K (i) ~ 10 Cent/km. Die
Gesamtkosten kann man dann mit Hilfe der Kostenfunktion K (7) ausdriicken:

Gesamtkosten ~ Z K(r;) Al; = Z K(73) |v;| At,.
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Hier ist 7; ein Ort auf dem i-ten Teilstiick, ¥; die Geschwindigkeit des Autos auf dem i-ten Teilstiick,
und At; die Zeit, die das Auto fiir dieses Teilstiick bendtigt. Das Wegintegral der Kostenfunktion
definieren wir nun als den Grenzwert Al; — 0 bzw. At; — 0. Wenn die Startzeit in Bordeaux % ist
und die Endzeit in Paris 1, so gilt

t1
Gesamtkosten :/ dlK:/ K(r(t)) |v(t)| dt
Bordeaux—Paris to

= allehAntli_)[) ‘ K(TZ) ’Uz‘Atl (818)

Wenn wir den Weg des Autos mit den Koordinaten 7(t) beschreiben, so gilt natiirlich, dass ¥(t) =
dr(t)/dt ist. Somit folgt:

dr(t)
dt

t1
Gesamtkosten:/ dlK:/ K(7(t))
Bordeaux— Paris to

' dt. (8.19)

Diese Definition kdnnen wir nun auf ein allgemeines Wegintegral eines skalaren Feldes ¢(7, t) entlang
eines Weges C verallgemeinern. Wir parametrisieren den Weg durch eine Kurve 7(s) so, dass der
Startpunkt beim Parameter s = sy liegt, und der Endpunkt bei s = s;. Dann bezeichnen wir das
Wegintegral des Feldes ¢(7,t) entlang des Wegs C mit

/ )
S0

Beachten Sie, dass der Wegparameter im Allgemeinen nicht gleich der Zeit ¢ sein muss, weshalb wir
ihn s genannt haben.

dr(s)
ds

H(7(s), 1) ds = / 1471 67, 1) (8.20)

Rechenaufgabe:

Was sind die Fahrtkosten entlang eines Halbkreises mit Radius 1 km, wenn die Kosten pro Kilometer
10 Euro betragen? Nutzen Sie fiir diese Rechnung das Linienintegral.

8.2.3 Linienintegral eines Vektorfeldes

Bei Vektorfeldern kann man eine weitere Art des Linienintegrals definieren, namlich eines mit einem
Skalarprodukt. Hierzu betrachten wir wieder eine Person, die sich auf einem durch die Kurve 7(¢)
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parametrisierten Weg bewegt. Zwischen dem Zeitpunkt ¢ und dem infinitesimal spateren Zeitpunkt
t + dt hat die Person sich zwischen den Punkten 7(t) und 7(t + dt) bewegt. Der Verbindungsvektor
dieser beiden Punkte ist

dr(t)

dt
Das im letzten Abschnitt berechnete Wegintegral hatte das Differenzial di = |dr]. Wir haben also
nur den Betrag von dr fiir das Integral gebraucht, und die Richtung des Vektors “weggeschmissen”.
Manchmal ist das alles, was wir brauchen - manchmal aber ist die Richtung von di auch eine wich-
tige Information. Betrachten wir als Beispiel ein potentielle Energie, die ein Brétchen hat, wenn es
auf einer Hohe z liegt. Wenn wir das Brotchen von der Hohe z zur Hohe z + Az tragen, macht
fiir die potentielle Energie offensichtlich einen groRBen Unterschied, ob das Brotchen am Ende hoher
oder tiefer ist, ob also Az > 0 oder Az < 0 ist. Es ist also im Allgemeinen auch die Richtung des
Weges wichtig, nicht nur seine Lange.

dF(t) = 7(t + dt) — 7(t) = dt. (8.21)

Betrachten wir also explizit die potentielle Energie des Brdtchens. Diese ist gegeben durch

Epot =mgz,

wobei m die Masse des Brotchens ist und g ~ 9,81 m/s2 die Erdbeschleunigung bezeichnet. Wie
andert sich diese potentielle Energie, wenn wir das Brétchen entlang eines Weges 7(¢) wahrend eines
Ausflugs auf einen Berg tragen?

Héhe z

anderweg

X

Die Strategie der Rechnung ist wieder die gleiche wie bei allen anderen Integralen: wir zerlegen den
Weg in kleine Stiicke und betrachten die Anderung der potentiellen Energie. Auf dem i-ten Teilstiick

gilt:

AE1p0t,i = mgAZla

wobei Az; die Anderung der Hohe auf dem i-ten Teilstiick ist. Wenn das i-te Teilstiick zwischen
den Zeitpunkten ¢; und t; + At; durchlaufen wurde, gilt natiirlich:
t; + At;) — z(1;
Az = z(t; + At) — z(t;) = 2+ At) (f) At;,
wobei z(t) die z-Komponente des Orts ist, z(t) = €, - 7(t). Die Gesamtanderung der potentiellen
Energie des Brdtchens ist einfach

Ztl—i—Atz —Zti N ’Ftl—i—Atz —Fti
AEﬂpot:ZAEJpots,i:ZWL.g ( At) ( )Atzzzmgez( ( At) ( )> Ati

(8.22)
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Im Grenzfall infinitesimal kleiner Teilstiicke geht dieser Ausdruck in folgendes Wegintegral iiber
(wobei ¢, der Startzeitpunkt der Wanderung ist, und wir zum Zeitpunkt ¢; den Gipfel erreicht
haben):

dr(t)
dt

t1
AE, . = / mge, - dt. (8.23)
to

Anstelle des Integrals tiber den Wegparameter ¢ (den wir immer noch als Zeit interpretieren kdnnen)
schreibt man das Wegintegral auch oft in folgender Form:

dr(t)
dt

t1

AE, o = / mge, - dt = /dF~ €,mg. (8.24)
to c
Hierbei bezeichnet C den Weg (beim Wandern wéaren das z. B. der rote Weg in der obigen Skizze).
Diesen Ausdruck fiir die Anderung der potentiellen Energie kann man auch als das klassische “Arbeit
ist Kraft mal Weg" verstehen: geleistete Arbeit ist nichts anderes als Energie, und der Weg ist auch
offensichtlich im Wegintegral enthalten. Und was die Kraft betrifft: die potentielle Energie, die von
der Hohe eines Objekts kommt, ist mit der Erdanziehungskraft verkniipft. Diese zeigt nach unten
und hat die Formel

0
ﬁgrav =mg | 0 | =—mge,.
-1
Hiermit identifizieren wir
AEpy = — / A7 - Fyay, (8.25)
c

also in der Tat “Arbeit ist Kraft mal Weg". Das Minuszeichen sorgt dafiir, dass die Anderung der
potentiellen Energie positiv ist, wenn das Brdtchen den Berg hoch getragen wird (wie es sein sollte).

Diese Definition kénnen wir nun auf ein allgemeines Wegintegral eines Vektorfeldes ff(ﬁ t) ent-
lang eines Weges C verallgemeinern. Wenn der Weg durch eine Kurve 7(s) parametrisiert wird, so
gilt:

Lo T di(s) 2
/C di - A(F.1) = / as T A(r(s),1) (8.26)

Hier ist wieder sy der Wert des Parameters s zu Beginn des Weges und s; der Parameterwert am
Ende des Weges. Beachten Sie, dass der Wegparameter zwar anschaulich einer “Zeit” entspricht,
mathematisch aber nicht das Selbe wie die physikalische Zeit ¢ ist, von der unsere Felder abhan-
gen. Darum haben wir den Wegparamater hier s genannt, wahrend das Feld noch explizit von der
physikalischen Zeit ¢ abhangt.

8.2.4 Oberflachenintegral eines Vektorfeldes
8.2.4.1 Flachen im Raum und ihre Orientierung

Um Oberflachenintegrale von Vektorfeldern zu definieren, miissen wir zunachst das Konzept der
Orientierung von Flachen einfiihren. In einfachen Worten bedeutet dies, das Flachen ein “Innen” von
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einem “Aulen” trennen. Ein Beispiel hierfiir ist die Oberfliche eines Balls. Die Orientierung einer
Flache wird mathematisch durch den Flachennormalenvektor beschrieben. Dies ist ein Einheits-
vektor, der in jedem Punkt der Flache senkrecht auf der Flache steht und immer nach aullen
zeigt. Beim Beispiel des Balls ist das der Vektor €., der radial nach aulen zeigt. Der Normalenvektor
hiangt also vom Punkt auf dem Ball ab (hier ist der Normalenvektor an verschiedenen Punkten in
rot eingezeichnet):

Bei nicht-geschlossenen Flachen wahlt man die Richtung der Flichennormalen dadurch aus, dass
man der Flache (willkiirlich) eine Oberseite und eine Unterseite zuweist. Der Normalenvektor zeigt
dann “eher nach oben” — genauer gesagt senkrecht von der Oberseite weg. Der Normalenvektor ist
also im Allgemeinen bei verschiedenen Punkten auf der Fliche unterschiedlich:

8.2.4.2 Oberflachenintegral

Betrachten wir nun ein Zimmer in einem Haus, das ein Fenster hat. Das Fenster definiert eine
Flache (von z. B. 1m x 1,5m). Auch hier gibt es wieder klar ein Innen (das Zimmer) und ein AuBen
(der Garten). Die Fensterflache hat also auch wieder einen Normalenvektor (einen Einheitsvektor,
der Richtung Garten zeigt). Im folgenden Bild ist der Normalenvektor wieder rot auf der blauen
Fensterflaiche markiert:
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Wir wollen jetzt wissen, wieviele Stechmiicken zu einem gegebenen Zeitpunkt bei offenem Fenster
in das Zimmer fliegen. Dazu stellen wir uns vor, dass wir eine Lichtschranke am Fenster angebracht
haben, die feststellen kann, wenn eine Miicke die Fensterfliche durchfliegt. Allerdings ist hier die
Flugrichtung der Stechmiicken wichtig: wenn eine Miicke in Richtung des Normalenvektors durch
die Fensterflache fliegt, so verlasst sie ja das Zimmer und erniedrigt die Zahl der Miicken im Zimmer.
Fliegt die Miicke entgegen des Normalenvektors, so fliegt sie in das Zimmer, und erhdht so die Zahl
der Miicken im Zimmer.

Wir stellen uns jetzt weiter vor, dass das Haus in einem Sumpf steht und Sommer ist — es gibt
ziemlich viele Miicken. Wir kénnen also eine Miickendichte p(7,t) (Miicken pro Kubikmeter) de-
finieren. Ein Miickenschwarm (hier in griin illustriert) fliegt nun zum Zeitpunkt ¢t = ¢, durch das
Fenster ins Haus:

t <t t =ty t>1

Wenn der Miickenschwarm sich mit einer Geschwindigkeit /(7 ¢) bewegt (die ~Abhingigkeit der
Geschwindigkeit besagt dann z. B., dass die Geschwindigkeit weiter hinten am Schwarm kleiner ist,
denn dorthin sind die langsamen Miicken zuriickgefallen), so dndert sich die Zahl der Miicken im
Zimmer zwischen dem Zeitpunkt ¢ = ¢y und t = tq + dt durch all die Miicken, die innerhalb dieser
Zeitspanne in den Raum geflogen sind. Die Rate der Miickenzahl-Anderung zum Zeitpunkt ¢ ist
dabei proportional zur Dichte des Miickenschwarms (wenn die Miicken dichter fliegen, kommen in
gegebener Zeit auch mehr ins Zimmer) und zu deren Geschwindigkeit (wenn sie schneller fliegen,
dndert sich die Zahl der Miicken im Zimmer schneller). Man kann zeigen, dass die Anderungsrate
genau gegeben ist durch

Miickenzahl-Anderungsrate bei t = t; : —/d§ (p(7, to) V(7 o)) - (8.27)
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Hierbei ist

0
dS =dSi=ds | -1 (8.28)
0

das orientierte infinitesimale Flachenelement der Fensterfliche, dS dessen Betrag (also sein Fla-
cheninhalt), und 77 der Normalenvektor der Fliche (der hier in negative y-Richtung zeigt). Das
Skalarpodukt dS - 7 ist in unserem Beispiel negativ, denn die Flugrichtung der Miicken ist entgegen
der Orientierung der Fensterfliche. Wenn die Miicken wieder aus dem Zimmer herausfliegen dreht
sich die Richtung ihrer Geschwindigkeit gerade um, ¥ — —, so dass sich auch das Vorzeichen des
Skalarprodukts (und somit die Miickenzahl-Anderungsrate) umdrehen.

Dieses Konzept konnen wir nun zum Oberflachenintegral eines Vektorfeldes verallgemeinern.
Die Flache sei mit S bezeichnet und habe einen Normalenvektor 7i(7), der im Allgemeinen noch vom
Ort " auf der Flache abhingt. Das Oberflachenintegral eines Vektorfeldes A(7,t) ist dann wie folgt
definiert:

/ dS - A(7t) = / dS7i(7) - A(Ft). (8.29)

Das gerichtete Oberflichenintegral des Vektorfelds /T(F, t) ist also nichts anderes als das normale
zweidimensionale Integral des skalaren Feldes ¢(7,t) = 7i(7) - A(7,t) lber die Flache S. Dieses
konnen wir wiederum wie in Kapitel 6.5.1 beschrieben berechnen.

8.3 Integralsatze

Bei der praktischen Berechnung von Oberflachenintegralen gibt es zwei besonders hilfreiche “Inte-
gralsatze'.

8.3.1 Satz von Gaul

Der Satz von GauB verbindet Oberflachenintegrale und Volumenintegrale. Gegeben sei ein Volumen
V' mit einer Oberflache S, die einen Normalenvektor 7i(7) hat (der — wenn die Flache nicht flach
ist — wieder vom jeweils betrachteten Punkt auf der Fliche abhingt). Weiter sei A(7¢) ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt der (Integral-) Satz von Gaul:

/Vdvv.j(f,t):/sdﬁﬁ(m) :/Sdsmmﬁ(m. (8.30)

In einfachen Worten und bezogen auf unser Miickenbeispiel besagt der Satz von GauB, dass sich die
Miickenzahl im Volumen des Zimmers nur dndert, wenn Miicken durch das Fenster fliegen. In diesem
Fall hangt fT(F, t) mit der Miickenbewegung zusammen (genauer gesagt ist es die Miickenstrom-
dichte). Die linke Seite von Gleichung (8.30) enthalt somit die “Divergenz der Miickenbewegung”,
also die Quellen und Senken der Miickenbewegung (vgl. Kapitel 8.1.2) im Volumen des Zimmers.
Wir nehmen hier an, dass keine neue Miicken im Zimmer schliipfen oder alte dort sterben — die
Miickenzahl dndert sich also nur, wenn Miicken durch das Fenster fliegen. Die Gleichung besagt
also: die Gesamtheit der Quellen und Senken der Miickenbewegung im Zimmer entspricht genau der
Gesamtzahl der Miicken, die durch das Fenster fliegen, wobei die Richtung der Miickenbewegung
wieder mit der Richtung der Fenster-Flachennormalen verglichen werden muss. Anders gesagt be-
deutet Gleichung (8.30) also: die Zahl der Miicken im Zimmer dndert sich (das ist die linke Seite
der Gleichung), weil Miicken durch das Fenster fliegen (das ist die rechte Seite der Gleichung).
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8.3.2 Satz von Stokes

Der Satz von Stokes verbindet Oberflachenintegrale und Wegintegrale. Gegeben sei eine Oberflache
S, die einen Normalenvektor 7i() hat. Solange diese Flache nicht geschlossen ist (wie es z. B. die
Oberflache einer Kugel wiére), so hat die Flache einen Rand. Diesen bezeichnen wir mit 9S. Der
Rand entspricht einer geschlossenen Wegkurve 7(s). Dabei gibt es ein wichtiges Detail: die Um-
laufrichtung, mit der der Rand durchlaufen wird. Hier hilft, dass die Flache gerichtet ist, also einen
gegebenen Normalenvektor 7i hat, der in eine spezifische Richtung zeigt. Wenn man von oben auf
die Flache schaut, einem der Normalenvektor also entgegenzeigt, so ist der Umlaufsinn der Wegkurve
7(s) per Konvention als entgegen dem Uhrzeigersinn gewihlt:

Z n\
Umlaufrichtung von 7(3)

Umlaufrichtung von ?(s) '
X

Weiter sei fT(F, t) ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt der (Integral-) Satz von Sto-
kes:

/ dSV x A(Ft) = / dF - A(7,1). (8.31)
S oS

Wenn wir den Weg 7(s) um den Rand 0.S wieder so parametrisieren, dass wir bei s starten und bei
s1 die Flache S ein Mal umrundet haben, kénnen wir den Satz von Stokes auch wie folgt in die aus
Kapitel 6 bekannten Integrale umschreiben:

/dSﬁ(F)-V x A(F, 1) :/ ds dgs)
S

S0

- A(7(s),1).

Ist die Flache S geschlossen, ist sie also zum Beispiel die Oberflache einer Kugel, so hat sie keinen
Rand. Dann gilt:

/d§v x A(F,t) = 0.
S

113



Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace-Operator kennen und anwenden kdnnen.
Die anschauliche Interpretation von Gradient, Divergenz und Rotation kennen.

Wissen, dass Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten andere (komplizierte) Aus-
driicke haben.

Ein Linienintegral eines skalaren Feldes berechnen kdnnen.
Ein Linienintegral eines Vektorfeldes berechnen kdénnen.
Oberflachen orientieren kénnen.

Oberflachenintegrale berechnen kénnen.

Den Satz von GauR kennen.

Den Satz von Stokes kennen.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heillen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 9

Gewohnliche Difterentialgleichungen

Einer der wichtigsten mathematischen Grundpfeiler der Physik sind Differentialgleichungen. Mit einer
Differentialgleichung beschreibt man einen Prozess, bei dem man weill, wie sich etwas dndert. Ein
Beispiel hier ist das Wachstum einer Bakterienkultur. Bakterien vermehren sich durch Zellteilung.
Wenn sich in einer Petrischale mehr Bakterien befinden, so teilen sich auch mehr Bakterien. Die Zu-
wachsrate der Bakterien hangt also davon ab, wieviele Bakterien sich zu einem gegebenen Zeitpunkt
in der Petrischale befinden. Die Anderung der Zahl der Bakterien als Funktion der Zeit dN(t)/dt
hangt also von N selbst ab. Genauer gesagt ist dN (t)/dt proportional zu N (t): wenn es doppelt so
viele Bakterien gibt, teilen sich auch doppelt so viele Bakterien, und die Bakterien-Wachstumsrate
ist doppelt so groR:

dN (%)

= = AN(D). (9.1)

Die Konstante A € R bestimmt hier, wie schnell sich die Bakterien konkret vermehren, d. h. ob die
Zellteilung also eine Stunde oder einen Tag dauert. Eine solche Gleichung fiir eine gesuchte Funktion
in der auch Ableitungen dieser Funktion vorkommen heilt Differentialgleichung (abgekiirzt DGL).

9.1 Grundbegriffe von Differentialgleichungen

1. Gewohnlich vs. partiell:
Zunichst unterscheiden wir zwischen verschiedenen Typen von Differentialgleichungen:

e Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung fiir eine Funk-
tion, die nur von einer Variablen abhdngt. Gleichung (9.1) ist von diesem Typ.

e Eine partielle Differentialgleichung erhilt man, wenn man eine Funktion mehrerer
Variablen betrachtet (z. B. f(z,y)) und in der Differentialgleichung partielle Ableitungen
nach mehr als einer Variable auftreten. Ein Beispiel ist die Diffusionsgleichung, die die
Anderung eine Dichte p(7,t) wie folgt beschreibt:

Op(F,t) <= OPp(7,1)
ot =D Zz_; or?

wobei 7 der Ort ist, an dem wir die Dichte betrachten, t der Zeitpunkt, D die "Diffusi-
onskonstante” bezeichnet und 7 aus n Komponenten r; besteht.

Wir wollen uns hier im weiteren auf die gewohnlichen Differentialgleichungen beschranken.
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2. Ordnung:
Eine weitere KenngroRe einer Differentialgleichung ist ihre Ordnung. Tritt in einer Differen-
tialgleichung die n-te Ableitung als hochste Ableitung auf, so hat die Differentialgleichung die
Ordnung n. Gleichung (9.1) ist also eine Differentialgleichung der Ordnung 1.

3. Linearitat und Homogenitat:
Eine lineare Differentialgleichung enthéalt die unbekannten Funktionen und deren Ableitungen
nur in erster Potenz und auch nicht als Produkte. Die allgemeinst-mdgliche Form einer linearen
gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir eine Funktion f(x) ist demnach

+ s (2) d;—f_(f) +o 4 a2 % +ao(z) f(@) = b(z).  (92)

d" f(z)

dx™

an(z)

Nichtlineare Differentialgleichungen beinhalten die gesuchte Funktion f(z) und ihre Ableitun-
gen in nichtlinearer Weise, z. B. % = f(z)>.

In einer homogenen (linearen) Differentialgleichung gibt es nur Terme, welche die unbekann-
te Funktion oder deren Ableitung enthalten. Eine inhomogene (lineare) Differentialgleichung
weist einen solchen Term auf, in dem weder die Funktion selbst, noch eine ihrer Ableitungen
vorkommen. Gleichung (9.2) ist also eine homogene Differentialgleichung wenn b(x) = 0 ist,
und inhomogen falls b(x) # 0.

9.2 Eindeutigkeit der Losung einer Differentialgleichung
und die Rolle von Randbedingungen

Wir werden uns in der Folge noch genauer mit dem Lésen von Differentialgleichungen befassen.
Wir werden sehen, dass eine Differentialgleichung nur dann eindeutig gelost werden kann, wenn wir
weitere Randbedingungen stellen. Beim Bakterienwachstums zum Beispiel kann man durch Einsetzen
zeigen, dass die Funktion

N(t) = Nyett

die Differentialgleichung (9.1) 16st. Die Bakterienzahl steigt also exponentiell an. Allerdings wissen
wir immer noch nicht genau, wie viele Bakterien es zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ gibt — dafir
miissen wir erst noch Nj festlegen, die Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt ¢ = 0. die Gleichung
hat also nur dann eine eindeutige Losung, wenn wir noch eine Randbedingung angeben. Allgemeiner
kann man zeigen:

Eine gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung braucht n Randbedingungen, damit die Ldsung
eindeutig festgelegt werden kann.

Bezogen auf das Beispiel in Gleichung (9.2) heifit das folgendes: die Gesamtmenge aller Lésungen
der Differentialgleichung — die sogenannte allgemeine Losung — hat n Elemente. Es gibt also
n unabhidngige Funktionen fi(x),..., fu.(x), die alle jeweils die Differentialgleichung lésen. Die
allgemeine Lésung ist dann einfach eine allgemeine Linearkombination all dieser Lésungen:

fang. = 1 fi(x) + ... 4 ¢ ful2).

Die Konstanten ¢; bis ¢, werden auch Integrationskonstanten genannt. Diese Konstanten kdnnen
unter Zuhilfenahme von n zusatzlichen Randbedingungen an die Lésung bestimmt werden.
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9.2.1 Allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (9.2) hangt natiirlich nicht nur von den n Randbe-
dingungen ab, sondern auch davon, ob b(z) = 0 ist, oder nicht (ob also die Differentialgleichung
homogen oder inhomogen ist). Gliicklicherweise l3sst sich die allgemeine Lésung einer inhomogenen
Differentialgleichung durch eine sogenannte spezielle Lésung fsp.,. (x) und die allgemeine Lésung
Jallg. hom. () der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung ausdriicken. Sei also fuiig. hom.(z) die
allgemeine Losung der Gleichung

d’l’b a. . om. :E
an() %() + ..+ ao() fang. hom.(r) = 0.

Nach unserer obigen Diskussion hat diese die Form

fallg. hom. = €1 hom. fl,hom. (.Z') +...+ Cn,hom. fn,hom. (l')

Als allgemeine Lésung hangt die Funktion fage. hom.(z) noch von n Integrationskonstanten ab. Wir
suchen jetzt die allgemeine Losung der Gleichung

dnfallg. inhom. (l’)

dz™

an(x) + ...+ CL()(Z‘) fallg. mhom‘(x) = b(x)

Auch diese hdngt wieder von n Integrationskonstanten ab. Die Funktion faug. inhom. (%) ist in voller
Allgemeinheit aber leider oft schwer direkt zu berechnen. Haufig ist es aber machbar, eine spezielle
Losung zu finden (durch raten oder dhnliches). Dies ist eine spezielle Funktion fse, (), die von
keiner Integrationskonstante abhangt und die Gleichung

dnfspez. (.’E)

dz™
|6st. Man kann jetzt zeigen, dass sich die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
aus der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung und der speziellen Lsung wie folgt
bestimmen lasst:

an(x) + ... 4 ap(2) fpen () = b(x)

fallg. inhom. (SC) = fallg. hom. (x> + fspez.(x) (93)

9.3 Losungsansatze und -beispiele fiir gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen

Wie 16st man eine Differentialgleichung jetzt also konkret? Hierzu gibt es verschiedene Strategien.
Welche Strategie am besten passt, hiangt vom konkreten Problem ab. Die hier besprochenen Ansitze
sind bei weitem auch nicht die vollstandige Liste von Losungsstrategien, geben aber einen guten
Eindruck davon, wie man Differentialgleichungen in der Praxis 6st.

9.3.1 Raten

Eine tatsdchlich oft verwendete Strategie beim Losen von Differentialgleichungen ist das Raten. Das
funktioniert deshalb ganz gut, weil sich die Differentialgleichungen der Physik oft dhnlich sehen —
und somit auch ihre Lésungen dhnlich sind. Immer wieder vorkommen werden:
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o f'(x) =a f(z) (mit a € R) hat die allgemeine Lésung f(z) = ¢ e*”.

Achtung: wir haben hier eine Differentialgleichung erster Ordnung, also brauchen wir fiir die
allgemeine Losung auch eine Integrationskonstante (das ist ¢p).

o ["(x) = —a f(x) (mit @ > 0): hier setzt sich die allgemeine Lésung aus Sinus und Kosinus
zusammen: f(x) = ¢; sin(ax) + ¢3 cos(ax).

Achtung: wir haben hier eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, also brauchen wir fiir die
allgemeine Losung auch zwei Integrationskonstanten. Diese sind genau ¢; und c3. Um deren
Werte festzulegen, benétigt man zwei Randbedingungen.

9.3.2 Lo6sung durch Integration fiir % = g(x)
Wenn die Differentialgleichung von der Form
d"f(x
IO _ g (04)

ist, und man die Stammfunktionen der Funktion g(z) kennt, so kann man die Differentialgleichung
einfach durch m-fache Integration I6sen. Bei einer Differentialgleichung erster Ordnung gilt zum
Beispiel:

x

I@) _ oy = /xd‘];f):f(x)—f(xo):/xg(x) = f<x>=f<m0)+/ 9(x).

dx Zo o
(9.5)
9.3.3 Trennung der Variablen fiir dj;(;) = g(x) h(f(z))
Falls die Differentialgleichung von der Form
d
P2) _ gty (s () (06)

ist, so kann man sie durch “Trennung der Variablen" 16sen. Hierzu bringt man alle z-Terme auf die
eine Seite, und alle f-Terme auf die andere Seite:

df
=g(@)h(f(z)) = W g(x) dx. (9-7)

Hierbei unterdriickt man bei den f-Termen die Variable x. Jetzt 16st man die Differentialgleichung
durch Integration. Auf der Seite der z-Integration integriert man dabei von einem Startwert x = yq
bis zum Endwert x = y. Auf der Seite der f-Integration integriert man von f(yo) bis f(y):

B i—xx f(y)i_yxx
L o L M G LD

Zuletzt 16st man nach f(y) auf und ist fertig.

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung
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df(z)

Hier ist g(x) = 2 und h(f) = f. Die Trennung der Verinderlichen ergibt

df

W g y
= =2%dr = —f:

f f(vo) S Yo

Diese Gleichung l6sen wir nach f(y) auf, indem wir die rechte und linke Seite in die e-Funktion
einsetzen und die Logarithmus-Gesetze In(a) — In(b) = In(a/b) und (¢} = ¢ nutzen:

Pde = () - () = 560 - ),

1 n 4 10,3 _,3 5 3
In (;((50>)> = g(yg _ yg’) = 61 (ff((yo))) = 63(?/ ) = f(y) _ f(yo) e(y yo)/?"

Wenn wir jetzt noch y in x umbenennen, erhalten wir

F(2) = Flyo) e,

Man kann durch Einsetzen testen, dass dies in der Tat eine Losung der Differentialgleichung ist. Es
ist auch die allgemeine Lésung der Differentialgleichung: wenn wir fo = f(yo) e %/3 setzen, bringen
wir die Lésung der Differentialgleichung auf die Form

f(z) = fo e/,
Hier sehen wir, dass wir eigentlich nur eine unabhingige Integrationskonstante haben, nimlich fo.

Wie es sein muss passt das auch genau mit der Ordnung der Differentialgleichung zusammen (diese
ist erster Ordnung)!

9.3.4 Exponentialansatz (fiir homogene lineare Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten)

Bei homogenen linearen Differentialgleichungen kann man den Exponentialansatz probieren. Hierzu
betrachten wir wieder die allgemeine homogene Differentialgleichung

d" f(x) d" f(x)
n W + a1 ———— +

T e %"f) +ap f(z) = 0. (9.9)

Hierbei ist wichtig, dass die Koeffizienten a; konstant sind, also nicht von z abhdngen. Nun macht
man den Ansatz

f(z) =e®. (9.10)
Diesen setzt man in die Differentialgeichung ein und erhilt:
ap A" €M 4+ a, NN £ ap A e+ ap e = 0. (9.11)
Wenn wir jetzt durch e** teilen erhalten wir ein Polynom in \:
A \N* + ap N 4+ ag A+ ag = 0. (9.12)

Dieses Polynom kann man (aber vielleicht nur in den komplexen Zahlen) I6sen. Bei einer Differenti-
algleichung n-ter Ordnung erhdlt man im allgemeinen n Lsungen \;, so dass die allgemeine Lésung

durch
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f(@)=creM + e 4. et (9.13)

gegeben ist. Hierbei sind die ¢; unsere n Integrationskonstanten.
Betrachten wir als Beispiel die Differentialgleichung
P, df(@)

dzx? dx

Der Ansatz f(z) = e fiihrt uns auf das Polynom

+6 f(x)=0.

A —5X+6=0.
Mit der “Mitternachtsformel” folgen die Lésungen

5+V32 416 5+25-24 5+1

A 2-1 2 2

= AN =3und \y =2.

Die allgemeine Losung der Gleichung ist also

flz)=¢ €3 4 ¢y e??,

wobei ¢; und ¢y genau die zwei Integrationskonstanten sind, die wir zur Losung dieser Differenti-
algleichung zweiter Ordnung bend&tigen. Man kann durch einsetzen testen, dass dies in der Tat die
allgemeine Losung der Differentialgleichung ist.

9.3.4.1 Entartete Nullstellen

Es kann vorkommen, dass die Anzahl der voneinander verschiedenen Nullstellen \; kleiner ist als
die Ordnung n der Differentialgleichung. Das passiert dann, wenn eine oder mehrere der Nullstellen
A; eine Vielfachheit m > 1 haben. Bevor wir dies genauer ausfiihren, erinnern wir noch kurz an
die Definition von “Vielfachheit” einer Nullstelle. Betrachten wir hierzu zunichst die Nullstellen der
Funktion

flx)=2>—1—-6=(v+2)(z—3). (9.14)

Diese Funktion hat zwei Nullstellen, ndmlich z = —2 und = = 3. Dies sehen wir daran, dass fiir x =
—2 die erste Klammer in Gleichung (9.14) gleich Null wird, wahrend fiir z = 3 die zweite Klammer
Null wird (und dann nutzen wir noch, das Null mal irgendwas Null ist, hier also z. B. f(—2) =
(=2+2)-(—=2—3) = 0-(—6) = 0). Bei der Funktion h(z) = z* hingegen haben wir nur eine
Nullstelle, ndmlich = = 0. Diese Nullstelle ist aber in einem gewissen Sinn doppelt vorhanden, denn
wir kdnnen h(z) = x? schreiben als

h(z)=2*=2z- . (9.15)

Fiir x = 0 wird jetzt sowohl der erste Faktor x als auch der zweite Faktor z in Gleichung (9.15) gleich
Null. Wir nennen x = 0 daher einer Nullstelle der Vielfachheit 2. Allgemeiner ist die Vielfachheit
einer Nullstelle die Potenz, mit der der entsprechende Faktor in der Funktion auftaucht, die man
untersucht. Man nennt Nullstellen mit Vielfachheit m > 1 auch entartet (oder, genauer, m-fach
entartet).

Kommen wir nun zuriick zu Differentialgleichungen bei denen der Exponentialansatz zu einer Funk-
tion mit entarteten Nullstellen fiihrt. Ein Beispiel hierfiir ist die Differentialgleichung
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d*f(z)
dx?

Der Ansatz f(z) = e fiihrt dann zum Polynom

=0.

A2 =0.

Obwohl die Differentialgleichung Ordnung zwei hat, hat diese Gleichung hat nur eine Lésung: A = 0.
Diese Nullstelle hat die Vielfachheit zwei. Ist jetzt f(x) = ¢; = c;e%® die allgemeine Lésung der
Differentialgleichung? Nein, denn man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass auch

fx)=c+cx

die Differentialgeichung f”(x) = 0 I6st. Da diese zweite Losung zwei Integrationskonstanten ¢; und
¢ hat, muss sie auch die allgemeine Losung der Differentialgleichung sein.

Diese Einsicht kann man wie folgt verallgemeinern. Ist die Anzahl der voneinander verschiedenen
A; kleiner ist als die Ordnung n der Differentialgleichung, so finden wir die allgemeine Losung der
Differentialgleichung mit folgendem Rezept:

1. ldentifiziere die Nullstellen des Polynoms fiir A mit Vielfachheit m > 1 (im Beispiel f”(z) =0
hat die Nullstelle A = 0 die Vielfachheit 2).

2. Ist \; Nullstelle der Vielfachheit m, so erhdlt man die allgemeine Lésung der Differentialglei-
chung dadurch, dass man in obiger Gleichung (9.13) ¢; e*® wie folgt ersetzt:

m
c; N E Cij Pt = (i1 +cCigx+ ...+ Cim a:mfl) eNi®,
7j=1

Ist zum Beispiel bei einer Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten die
Nullstelle \; eine Nullstelle der Vielfachheit m = 2 wahrend alle anderen Nullstellen Vielfachheit 1
haben, so ist die allgemeine Lésung gegeben durch

f(x)=(c11+c121) eMT 4oy T 4 4o, e (9.16)

9.3.5 Inhomogene lineare Differentialgleichungen: Variation der Kon-
stanten

Bei linearen Differentialgleichungen haben wir in Kapitel 9.2.1 besprochen, dass sich die allgemeine
Losung einer inhomogenen Differentialgleichung aus der allgemeinen Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung und einer speziellen Lésung zusammensetzt. Um die spezielle Lésung zu bestimmen,
kann man das Verfahren der Variation der Konstanten nutzen. Wir betrachten hier den Spezialfall
einer inhomogenen linearen Differentialgleichung erster Ordung. Dieses hat folgende Schritte:

1. Lose zuerst die homogene Differentialgleichung.

2. Ersetze in dieser Losung die Integrationskonstante ¢; durch eine noch unbekannte Funktion
der Variable z, also ¢; — ¢;(z).

3. Nutze diese “modifizierte Losung” der homogenen Differentialgleichung als Ansatz fiir die
inhomogene Differentialgleichung. Einsetzen ergibt dann eine Differentialgleichung fiir ¢;(x),
die hoffentlich leichter zu I3sen ist.
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Betrachten wir als Beispiel die Differentialgleichung

r T 4 pay =1

. Zuerst |6sen wir die homogene Differentialgleichung, zum Beispiel durch Trennung der Varia-
blen:
L Y@) ax
dx

X

MY Z o (™ N n) e (mY
- 1n(fo)_ 2 (l’o) - l(fo) 1((1’0) > - ek (130)

2

N1 z1
df dx N df:_2/ dx

Wir finden also als allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung: f(z) = ¢; 2~

. Ersetze in dieser Losung die Integrationskonstante ¢; durch eine noch unbekannte Funktion
der Variable z, also f(z) =ci 272 — f(x) = ¢ (x) 272

. Dies setzen wir nun als Ansatz in die inhomogene Differentialgleichung ein:

df (x)
e () =
= xc% [ci(x)z?] +2 f(z) =x ldcclliiv) v =20 (x) x| +2 [er(x)a?] = 1
) ot - va@) e 42 falo) ] = 9t <
dey ()
dx

Wir haben jetzt also eine neue Differentialgleichung fiir ¢;(x) erhalten, die in der Tat recht
einfach ist. Diese kénnen wir direkt durch Integration ldsen:

d d o 1
c(;g(cx) =z = c(r1)—c(x) = /xo dx Ccllix) = /xo drz = 5(3:% — ).
Wenn wir jetzt das bisher noch allgemeine z; — z setzen und ¢, = —z2/2 definieren, erhalten
wir )
.z
a(r)=¢é + 5

Die allgemeine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist also

2
1
f(l') = (61 + %) 1'72 = 5 + 61 513'72.

Man kann wieder durch einsetzen testen, dass diese Funktion die Differentialgleichung I6st.
Da sie immer noch von einer Integrationskonstante ¢; abhdngt und die Differentialgleichung
erster Ordnung ist, ist dies auch die allgemeine Losung.

Es ist auch interessant, diese allgemeine Ldsung gemal der Diskussion von Kapitel 9.2.1
als Summe der allgemeinen Lésung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen
Losung zu schreiben. In der Tat ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

—2
fallg. hom. = C1 T .
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Wir kénnen also sehen, dass anscheinend fi,.,. = 1/2 eine spezielle Lésung der inhomogenen
Differentialgleichung = f'(x) + 2 f(z) = 1 sein muss. Und das stimmt auch: die Ableitung
einer Konstante ist Null, und 2 fs,c, = 1.

Bei einer inhomogenenen linearen Differentialgeichung héherer Ordnung kann man das in
Kapitel 9.4 beschriebene Verfahren nutzen, um diese Differentialgleichung auf ein System
gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickzufiihren. Fiir dieses kann man die
Variation der Konstanten dann analog durchfiihren.

9.3.6 Reduktion der Ordnung

Wenn in einer Differentialgleichung fiir die Funktion f(x) nur hohere Ableitungen auftreten (also
zum Beispiel nur die zweite und dritte Ableitung, nicht aber die erste Ableitung und der Term o f(x)
ohne Ableitung), dann kann man sich das Leben dadurch vereinfachen, dass man einfach die erste
auftretende Ableitung als eine neue Funktion g(x) definiert. Betrachten wir den Fall, dass nur die
m-te und hohere Ableitungen vorkommen:

() " f(2) (@)
an(x) s + a, 1(x) o + ... Fan(x) Tom = b(x). (9.17)
Dann definiert man g(x) = dzg,ff) und erhilt so die einfachere Differentialgleichung
d""g(x) d" " g(x)

9.4 Systeme gekoppelter Differentialgleichungen und Um-
schreiben von Differentialgleichungen n-ter Ordnung
als n Differentialgleichungen erster Ordnung

Zuletzt betrachten wir noch gekoppelte Systeme von Differentialgleichungen. Wie bei “normalen”
gekoppelten Gleichungssystemen haben wir hier mehrere Unbekannte, nur eben unbekannte Funk-
tionen und nicht Variablen, die durch gekoppelte Gleichungen spezifiziert werden. Ein Beispiel ist
das System

& f ()

dx?

— g(z) und diz(;) =2 f(z) — g(z). (9.19)

Wie 16st man ein solches System? Die Antwort ist ziemlich dhnlich zum Ldsen eines linearen Glei-
chungssystems: iiber die Eigenwerte einer Koeffizientenmatrix. Allerdings sind hdhere Ableitungen,
wie z. B. dzJ;(f), hier ein Hindernis. Um solche hdheren Ableitungen formal zu umgehen, fiihrt man
zuerst fiir jede héhere Ableitung eine eigene Funktion ein. Bei der hier gegebenen Ableitung zweiter
Ordnung fiihren wir die Funktion h(x) als die Ableitung der Funktion f(x) ein. Dies erlaubt es uns,
die gekoppelten Differentialgleichungen als ein (groBeres) System von gekoppelten Differentialglei-

chungen erster Ordnung zu schreiben:

= h(z) und =g(z) und =2 f(z) — g(x). (9.20)



Jetzt schreiben wir das Gleichungssystem als Matrix:

g (T@\ (01 0N (i)
= | h@) | ={0o 0 1 hz) | . (9.21)
* \g(z) 2 0 -1/ \yg(2)

Allgemeiner gesagt haben wir jetzt also die Ableitung einer Vektorfunktion ¢(x) mit einer Matrix A
geschrieben:

_ () 010
dy(x) = Ay(x) mit y(x)= | h(z) und A=(0 0 1 |. (9.22)
du 9(x) 20 -1

Dieses System |6sen wir jetzt dadurch, dass wir die Eigenwerte «; und zugehdrigen Eigenvektoren a;
der Matrix A bestimmen (also die Vektoren, fiir die A d; = «; @; gilt). Dann gilt, dass die allgemeine
Losung der Gleichung gegeben ist durch

glo) = 3 e (9.23)

Dies kann man direkt durch Einsetzen iiberpriifen. Inhomogene Gleichungssysteme

= Ag(x) + b(z) (9.24)

kann man z. B. mit der Matrix-Verallgemeinerung der Variation der Konstanten lsen (siehe Ubungs-
blatt 13).

Allgemeiner gilt: durch das Einfiihren von neuen Symbolen fiir hohere Ableitungen kdnnen wir analog
folgende Differentialgleichung n-ter Ordnung als ein System von n gekoppelten Differentialgleichun-
gen erster Ordnung schreiben:

d5dfx(5$) =—7f(x) = definiere h;(z)= djglfx(f) und erhalte:
dZ(;f) — hy(z) und dh;;:c) — ho(x) und dh;ix) _ hy(z) und
dh dh

) (o) wnd P 7 ),

() 0 100 0\ /f(x)
— | he(x) = 0O 00 1 O ho(z)
A | () 0 000 1] |hsa)
ha(z) 7000 0) \h)
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Zusammenfassend basiert die Losung eines gekoppelten Systems von linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten also auf folgenden Schritten:

1. Fihren Sie neue Funktionen fiir die Ableitungen ein, sodass das Gleichungssystem sich als
ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben lasst. Achtung:
man kann so auch Differentialgleichungen n-ter als gekoppeltes System von n Differenti-
algleichungen erster Ordnung umschreiben. Beachten Sie aulerdem, dass das System von
Differentialgleichungen auch inhomogen sein kann.

2. Bringen Sie das Gleichungssystem in eine Matrix-Form.
3. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix (wie in Kapitel 4 beschrieben).

4. Konstruieren Sie die allgemeine Lésung wie in Gleichung (9.23) gegeben.

Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

e Wissen, was eine Differentialgleichung ist.
e Wissen, was homogen/inhomogen, gewdhnlich/partiell und linear bedeuten.

e Wissen, was die allgemeine Losung einer Differentialgleichung ist und wieviele Integrations-
konstanten sie bei einer gegebenen Ordnung hat.

e Wissen, dass sich die allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung aus der allge-
meinen Losung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Lésung zusammen-
setzt.

e Ein paar Techniken zum L&sen von Differentialgleichungen nutzen kénnen, insbesondere direkte
Integration, Trennung der Variablen, Variation der Konstanten, Exponentialansatz.

e Gekoppelte Systeme von Differentialgleichungen 16sen kdnnen.

e Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung in n gekoppelte Differentialgleichungen erster Ord-
nung umschreiben kdnnen.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heilen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Kapitel 10

Komplexe Zahlen

In diesem Kapitel fiihren wir die sogenannten komplexen Zahlen ein. Diese sind in der Physik
von groRer Bedeutung: einerseits erleichtern sie als mathematisch-technisches Hilfsmittel oft das
Rechnen, zum Beispiel bei der Berechnung der Eigenschaften von elektrischen Schaltkreisen. Ande-
rerseits aber sind komplexe Zahlen auch weit mehr als nur ein mathematischer Trick: insbesondere
die Quantenmechanik ist tiberhaupt nur mit Hilfe von komplexen Zahlen mathematisch formulierbar.
Was sind also diese komplexen Zahlen?

10.1 Definition der imaginaren Einheit ¢

Die komplexen Zahlen C stellen mathematisch eine Erweiterung der reellen Zahlen R dar, mit Hilfe
derer Gleichungen der Form

22=—4

gelost werden konnen. Innerhalb der reellen Zahlen hat diese Gleichung natiirlich keine Lsung, denn
das Quadrat einer reellen Zahl ist immer > 0. Die komplexen Zahlen beruhen auf der Definition
einer neuen mathematische GréBe mit dem Symbol 7, der sogenannten imaginiren Einheit. i soll
gerade so sein, dass

it = —1 (10.1)

ist. Fiir die obige Gleichung gilt also:

2=—-4 = z=2i oder z=—2i.

Genauso wie reelle Zahlen oftmals das Symbol x bekommen (z. B. x = 2) werden komplexe
Zahlen haufig mit z bezeichnet. Jede komplexe Zahl z setzt sich aus einem Realteil Re(z) und
einem Imaginarteil Im(z)zusammen:

z=x+1y mtrzeRundyeR = Re(z)=xundIm(z)=y. (10.2)

Der Imaginarteil von z ist also der Teil von z, der mit ¢ multipliziert ist, wohingegen der Realteil von
z keinen Faktor von i hat. Achtung: sowohl der Real- als auch der Imaginarteil einer komplexen
Zahl kdnnen Null sein. Die Zahl 5 konnen wir also wie bisher als eine reelle Zahl verstehen — oder
als komplexe Zahl mit verschwindendem Imaginarteil:
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5=5+10.

Eine Zahl mit verschwindendem Realteil, zum Beispiel z = 72 nennt man auch eine imaginare
Zahl.

Graphisch kann man eine komplexe Zahl durch die Angabe von Real- und Imaginarteil in der zwei-
dimensionalen Ebene angeben. Hierzu tragt man auf der x-Achse den Realteil, und auf der y-Achse
den Imaginérteil auf. Die Zahl z = 3 + ¢ 2 hat zum Beispiel folgende Darstellung:

N |

ol L z=8wi2,
Ol IS W

42 -2 0 2 3 4

Re(z)

In Anlehnung an die Polarkoordinaten, die wir in Kapitel 7.1 eingefiihrt haben, kann man eine
komplexe Zahl z = x + iy statt durch Angabe ihres Real- und Imaginarteils auch durch die Angabe
ihres Betrages |z| und ihres Arguments ¢ angeben. Diese entsprechen genau dem Radius 7 und
Winkel ¢ der Polarkoordinaten;

z=z+1iy = x=]|z|cos(p)undy=|z| sin(y). (10.3)

Der Wertebereich des Betrags |z| ist von 0 bis unendlich, |z| € [0, 00[. Der Wertebereich von ¢
muss einen Winkel von 27 iiberdecken. Ublicherweise wihlt man die Konvention ¢ €] — 7, 7], man
kann aber z. B. auch ¢ € [0, 27| wahlen. Im zweiten Fall gilt

Sp:arccos(\/mezﬂ> ,y >0,

_ - — 2 12
z=x+1y = |z|=+v22+y?> und g0:27r—arccos( ;§+2> <0,
Varity
© ist unbestimmt ,2=0und y =0.
(10.4)
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Im(z)
o

Re(z)

In dieser sogenannten Polardarstellung schreibt man die komplexe Zahl wie folgt:

z=x+iy=|z|e?. (10.5)

Der Vergleich von Gleichung (10.3) und Gleichung (10.5) zeigt, dass die Exponentialfunktion einer
imaginaren Zahl wie folgt definiert ist:

e? = cos(y) + 1 sin(yp). (10.6)

Diese Gleichung nennt man auch die Eulersche Formel. Aus dieser folgt auch sofort, dass

em = —1. (10.7)
Als Seitenbemerkung sei noch gesagt, dass die Eulersche Formel auch deswegen bemerkenswert ist,
weil man mit ihr die GrundgréRen 0, 1, e, m und 7 in einer Formel verbinden kann:

" +1=0. (10.8)

10.2 Komplexe Konjugation
Eine wichtige grundlegende Rechenoperation bei komplexen Zahlen ist die sogenannte komplexe

Konjugation. Die komplexe Konjugation dndert einfach das Vorzeichen des Imaginarteils einer
komplexen Zahl. Die komplexe Konjugation wird durch das Symbol * bezeichnet:

z=z+iy = zZ=zx—iy (mitz,yeR) (10.9)

Die Zahl z* wird auch als die zu z komplex konjugierte Zahl bezeichnet. In der Polardarstellung
entspricht die komplexe Konjugation gerade der Spiegelung an der Realteil-Achse (der x-Achse):
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z=3+i 2

Re(2)
Falls 2z also Betrag |z| und Argument (z) hat, so hat z* auch Betrag |z*| = |z|, aber umgedrehtes
Argument p(2*) = —p(2) (zumindest in der Konvention, dass ¢ €] — 7, 7] liegt, sonst muss man

—(z) = 27 — ¢(z) setzen — man sagt dazu auch, dass der Winkel 27-periodisch ist).

10.3 Rechnen mit komplexen Zahlen

Bei komplexen Zahlen gelten im Wesentlichen die gleichen Rechenregeln wie mit reellen Zahlen —
man muss einfach nur auf die imaginire Einheit ¢ mit i> = —1 achten. Fiir zwei komplexe Zahlen
21 =21+ 1y und 2z = 29 + i yo (Mit 21, 22,91, y2 € R) gilt:

1. Bei Addition und Subtraktion werden jeweils die Real- und Imaginarteile addiert und sub-

trahiert:

21 + Z9 = (.731 + zyl) + (Ig + Z?JQ) = (ZL’l + Iz) + 7 (y1 + yg). (1010)

2. Bei Multiplikation muss man alle Terme ausmultiplizieren und i = —1 beachten:

o= (Ttin) (T tiy) =nst+ip e +iz iy +i2 Yy
= (Il T2 — U1 y2> + Z(Il Yo + U1 l‘g). (1011)

Mit z; = |z1] € und 25 = |25] €#? l3sst sich das auch wie folgt schreiben:
21 z0 = (J21| €9Y) (Jzo| €92) = |21 |22] €71 F92). (10.12)

Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich also ihre Betrage und es
addieren sich ihre Argumente.

. Die Division von komplexen Zahlen 16st man dadurch, dass man einen gegebenen Bruch mit
dem komplex Konjugierten des Nenners erweitert:

i wmitiy (w i) (22— iy) _TiTet Yy AR Y (10.13)

22_x2+iy2_(w2+iy2)(xz—iyz) T3+ Y3 T3+ Y3

Hier haben wir benutzt, dass i-(—i) = (—1)-i-i = (—1)-(—1) = 1 ist. Wie die Multiplikation
ist auch die Division in der Polardarstellung deutlich einfacher zu schreiben:

2 _ Al 6?”1 _ Ll e mien _ A i) (10.14)
Zz  |zlez |z |22

Bei der Division zweier komplexer Zahlen muss man folglich die Betrage dividieren und die
Argumente subtrahieren.
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4. Potenzen von komplexen Zahlen berechnen sich dadurch, dass der Betrag potenziert wird
und das Argument mit o multipliziert wird:

2% = (|2 %) = |2|* € mit a € R. (10.15)

Hierbei ist noch zu beachten, dass das Argument nur bis auf 27 definiert ist — aus der Euler-
schen Formel in Gleichung (10.6) folgt zum Beispiel, dass ¢? = ¢ ¥*2™) ist. Es gilt also:

(262'271'/3)2 — 92 ,i22m/3 _ g idw/3 _ g —i2n/3

5. Aus den obigen Rechenregeln folgt fiir die komplexe Konjugation:

(a) Das Produkt einer komplexen Zahl z mit ihrem komplex Konjugierten z* ist gleich dem
Betragsquadrat der komplexen Zahl:

22" =z (10.16)

(b) Die Summe einer komplexen Zahl z mit Realteil 2 und Imaginarteil y und ihrer komplex
Konjugierten z* ist gleich dem doppelten Realteil:

242" =(r+iy)+ (r—iy) =2 (10.17)

(c) Die Differenz einer komplexen Zahl z mit Realteil = und Imaginarteil y und ihrer komplex
Konjugierten z* ist gleich dem doppelten Imaginarteil:

z—2"=(x+iy)— (v —iy) =2y. (10.18)

10.4 Ein bisschen Funktionentheorie

Die Eulersche Formel e'¢ = cos(y¢) + i sin(p) haben wir in Gleichung (10.6) einfach angegeben -
doch wo kommt sie her? Und wie kann man allgemein Funktionen von komplexen Zahle definieren?

10.4.1 Komplexe Funktionen und Cauchy-Riemannsche Differential-
gleichungen

Allgemein gesagt ist eine komplexe Funktion eine Abbildung, die eine komplexe Zahl auf eine andere
komplexe Zahl abbildet:

f:C—=C, z=z+iyr—ulz,y)+iv(z,y), (10.19)

wobei u(x,y) und v(x,y) zwei “normale” reelle Funktionen des Realteils x und Imaginarteils y von
z = x + 1y sind. Man konnte also zundchst meinen, dass komplexe Funktionen im Wesentlichen
nichts anderes als Funktionen vom R? (der zweidimensionalen komplexen Ebene, in der z =z + iy
lebt) in den R? (dort leben der Realteil u und Imaginarteil v von f) sind. Wenn man aber komplex-
differenzierbare Funktionen betrachtet, wird deutlich, dass komplexe Funktionen im Vergleich zu
Funktionen vom R? in den R? sehr viel eingeschriankter sind.

Um dies einzusehen, definieren wir zunichst die Ableitung einer komplexen Funktion durch den
Grenzwert
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o) i W = FG)

h—0 h

(10.20)

Hierbei sind z und h komplexe Zahlen. Die Funktion f ist genau dann im Punkt z differenzierbar,
wenn der Grenzwert in Gleichung (10.20) existiert, und somit insbesondere fiir alle h gleich ist. Hier
kommt nun die Einschrankung komplexer Funktionen im Vergleich zu reellen Funktionen ins Spiel
— denn es muss per Definition egal sein, ob i z. B. auf der reellen oder der imagindren Achse nach
Null geht. Es muss also fiir h = h, +i0 = h, gelten, dass

U(l’—i—hx,y) —U(I,y) ZU(.I—l—hw,y) _U<I7y)

/ RRT . . .
fz) = Jim, hz i » = Q,u(x,y) +i0,0(x,y).
(10.21)
Mit h = 0+ ¢ h, = i h, muss weiterhin gelten
vy o w@ythy) —ulzy) o dv(zy+hy) —u(zy)
f2) = f};glo ih, T ,};% ih, = —iOyu(z,y) + Iyv(z,y).
(10.22)

Durch den direkten Vergleich der Real- und Imaginarteile von Gleichungen (10.21) und (10.22)
folgt, dass eine komplex-differenzierbare Funktion f(z) = f(x +iy) = u(z,y) + i v(z,y) folgender
Einschrankung unterliegt:

opu(z,y) = 0yv(z,y) und OJyu(z,y) = —0,v(z,y). (10.23)

Gleichung (10.23) ist das sogenannte System der Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen.

10.4.2 Holomorphe Funktionen

Eine besonders wichtige Klasse komplexer Funktionen sind solche, die nicht nur in einzelnen Punkten
2o differenzierbar sind, sondern mindestens in einer Umgebung U von z; (also einer offenen Teilmenge
der komplexen Zahlen C, die auch z, enthilt). Eine solche Funktion heit holomorph im Punkt
20-

Re(z)
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Man kann dann zeigen, dass eine solche holomorphe Funktion in der Umgebung U von z, in der sie
komplex differenzierbar ist, automatisch nicht nur ein Mal, sondern sogar beliebig oft stetig komplex
differenzierbar sein muss. Das klingt vielleicht erst mal liberraschend, ist aber eine Konsequenz
der Einschrankungen, denen komplex-differenzierbare Funktionen unterliegen. Weiterhin kann man
zeigen, dass sich eine solche Funktion in der Umgebung U in einer komplexen Potenzreihe darstellen
|asst:

f(2) holomorphin zyund z € U = f(z) = i f(”;(‘zo) (z — 20" (10.24)

Wichtige Beispiele fiir holomorphe Funktionen sind:

e Die komplexe Exponentialfunktion z +— e* — diese ist in ganz C holomorph.

e Die komplexe Logarithmus-Funktion z — log(z) — diese ist in C\] — 0o, 0] holomorph, also in
C ohne die negative reelle Achse. (Wir definieren den komplexe Logarithmus so, dass er einer
komplexen Zahl z = |z| e?®8(*) den Funktionswert log(z) = log(|z|) + 4 arg(z) zuweist, wobei
arg(z) das Argument von z ist.)

All diese Funktionen kdnnen also iiber ihre Potenzreihe geschrieben werden. Es gibt aber auch
wichtige komplexe Funktionen, die nirgends holomorph sind:

e Der komplexe Betrag z — |z|.
e Die komplexe Konjugation z +— z*.

e Die Projektion auf den Realteil z — Re(z) und die Projektion auf den Imaginarteil z — Im(z).

10.5 Grundlagen der Fourier-Transformation

Eine der wichtigsten Anwendungen von komplexen Zahlen in der Physik ist die Fourier-Transformation.
Konkret erlaubt die Fourier-Transformation zum Beispiel in der Quantenmechanik den Wechsel von
der Orts- zur Impuls-Basis der Wellenfunktionen (und auch wieder zuriick).

Es gibt verschiedene Blickwinkel auf und Interpretationen der Fourier-Transformation:
e Wechsel zwischen Orts- und Impulsraum in der Quantenmechanik.
e Spektrale Zerlegung von Funksignalen.
e Analyse- und Losungsmethode fiir Differenzialgleichungen.

Alle Blickwinkel sind gut und richtig. Der Fakt, dass es diese verschiedenen Sichtweisen auf die
Fourier-Transformation gibt, unterstreicht die Bedeutung dieser mathematischen Technik.

10.5.1 Fourier-Transformation und Signalverarbeitung

Ein moglicher Zugang zur Thematik der Fourier-Transformation erfolgt iber den Komplex der Si-
gnalverarbeitung. Hierbei geht es im Wesentlichen darum, Informationen aus einem gegebenen Signal
zu extrahieren oder ein Signal moglichst “effizient” fiir die Ubermittlung vorzubereiten. Betrachten
wir als Beispiel die Messung einer Spannung U (t) in Volt als Funktion der Zeit ¢ in Sekunden an
einem Stromkreis im Praktikum. Hierbei kénnte die Messkurve zum Beispiel so aussehen:
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-3 —2‘7'r‘ —}r 6 7Lr 2‘77 3 -7t 6 s
t[s] t[s]
gemessenes Signal Zoom auf eine Periode

Schauen wir uns dieses Signal genauer an. Es ist tatsdchlich perfekt periodisch mit Periode 27
(in einem echten Experiment ware eine perfekte Periodizitat vielleicht nicht gegeben, aber das
vernachldssigen wir der Einfachheit halber hier). Ein solches periodisches Signal konnten wir zum
Beispiel an einem Schwingkreis messen. Das Signal sieht weiterhin grob wie ein Kosinus aus:

U(t) [V] bzw. cos(t)
o

-1

-3 —2‘Tl" —}r 6 7Lr 2‘71' 3n

t[s]
Wir haben also ein Signal, das in ziemlich guter Naherung ein Kosinus ist. Wahrscheinlich auf
Grund von nicht ganz perfekten Elementen im Experiment (also nicht ganz perfekten Elementen
im Schwingkreis) weicht die gemessene Kurve aber leicht vom Kosinus ab. In den meisten Fillen
interessieren uns diese kleinen Abweichungen aber nicht, da sie eben aus unbeabsichtigten, kleinen
Fehlern im Experiment stammen.

Um aus dem fast-Kosinus den Kosinus systematisch zu extrahieren, also die zusatzlichen kleinen
“Zacken" auf dem Kosinus zu unterdriicken, kann man nun einen Tiefpass-Filter anwenden. Die
|dee ist, dass der Kosinus relativ langsam schwingt, wohingegen die Abweichungen vom Kosinus
viele kleine, schnelle Zacken hat. Der Tiefpass-Filter unterdriickt jetzt den hochfrequenten Teil des
gemessenen Signals (also den Teil, der “schnell zappelt”), und l4sst nur den Anteil mit niedrigen
Frequenzen passieren. Der Tiefpass-Filter “biigelt” das Signal also gewissermalen glatt. Angewandt
auf das obige Signal erhalt man dann in der Tat einen perfekten Kosinus:

U(t) [V] nach Tiefpass-Filterung

-3 —én‘—‘rr 6 }r 2}( 3
t[s]
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Wie im Beispiel des im Praktikum gemessenen Stroms ist es auch sonst oftmals hilfreich, Abweichun-
gen vom “eigentlich gesuchten” Signal aus einem gemessenen Signal entfernen zu kdnnen. Beispiele
hierfiir sind das storende Rauschen beim Fernsehen oder am Telefon, Fehler bei der Dateniibertra-
gung im Internet und so weiter. Hierbei ist in der Praxis ein “Signal” meistens eine Welle (Radiowelle,
Funkwelle, Lichtwelle im Glasfaserkabel, ...), also eine sich periodisch wiederholende Funktion der
Zeit. Die Fourier-Transformation und ihre nahe Verwandte, die Fourier-Reihe, helfen uns dabei, ein
besseres Verstandnis von Zeit-periodischen Funktionen zu bekommen. Dieses Verstandnis kdnnen
wir dann zum Beispiel nutzen, um ein gegebenes Signal zu verarbeiten.

10.5.2 Die Fourier-Reihe

Die Grundidee der Fourier-Reihe ist, grob gesagt:

Jede periodische Funktion kann als Summe von Sinus- und Kosinus-Funktionen mit
unterschiedlichen Argumenten geschrieben werden.

Genauer gesagt gilt: jede “messbare” (das heillt “ausreichend nette”, wobei hier nicht wichtig ist,
was “ausreichend nett” genau bedeutet — in der Physiker-Praxis ist das quasi jede periodische Funk-
tion) mit T' = 377(: periodische Funktion, f(t) = f(t + T), fiir die das Integral von |f(¢)|? liber eine

Periode existiert, fOT |f(t)]* < oo, ist darstellbar durch eine Summe von Sinus- und Kosinusfunk-
tionen bzw. von komplexen Exponentialfunktionen mit den Frequenzen wgy, 2wg, 3w, .... Diese
Summe wird Fourier-Reihe genannt und hat die allgemeine Form

f(t) =ao+ i a, cos(nwyt) + i b, sin (nwgt). (10.25)

n=1 n=1

Hierbei ist wy = 27 /T die sogenannte “Kreisfrequenz” der Schwingung.

Wir betrachten im Folgenden komplexwertige skalare Funktionen f mit Periode T'. Die Koeffizi-
enten a; und b; der Fourier-Reihe sind dann im Allgemeinen komplexe Zahlen. Mit der Eulerschen
Formel in Gleichung (10.6) kénnen wir die Fourier-Reihe wie folgt umschreiben:

_a0+zan_ n an0t+zan+2b —inwot _ Z e znwot (1026)

n=—oo
mit
an — 10y Ajn) + 7 by

Cp = —5 fir n>0 und Cp = — 5 fur n<0 und co = ag. (10.27)

Die Koeffizienten der Fourier-Reihe berechnen sich dabei durch

T/2
= _ dt f(t)e "nwot (10.28)
—T/2

Gleichung (10.26) besagt in Worten, dass eine periodische Funktion mit Periode T" als Summe von
Komponenten mit verschiedenen Frequenzen w,, = nwy = n 2= - dargestellt werden kann. Die Fourier-
Reihe ist also die Zerlegung einer periodischen Funktion in Komponenten verschiedener Frequenzen,
also der Spektralzerlegung der Funktion.
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Zum Beweis der Formel fir die Fourierkoeffizienten stellen wir die Funktion durch ihre Fourier-Reihe
dar. Dabei miissen wir aufpassen, dass der Summationsindex nicht n heillt — dieser Index ist schon
der Index des gesuchten Koeffizienten. Dann gilt:

T/2 1 T/2
L = dtf fznwot / Z o € 1mw0t 71nw0t.
—T/2 T/2 m=—00

Wir vertauschen jetzt die Summe und das Integral. Es ist zwar mathematisch nicht direkt offen-
sichtlich, dass wir das diirfen, aber wir machen es trotzdem — Physiker diirfen das meistens, denn
die Natur (die wir ja beschreiben wollen) ist meistens nett. Dann erhalten wir

T/2 T/2
Z / dt Cm € zmwot —znwot Z / dt Com € (m—m)wot
o T/2 o T/2
T/2 o)

_ = 1 i (m—mn)wot / _ 1 Cm 1 i(m—n)woT/2 _ _—i(m—n)woT/2
— Z S, S~ = — & € )

= T i(m — n)wo rpp e Two (m—n) i

Da wg = 2—” ist, erhalten wir
(ee] o0
1 2 — T 1 2
Cn - 2. o5 Cm (m—n) sin ((m n)wo ) _Z: 2— Cm sin ((m—mn)m)

Da m und n ganze Zahlen sind und sin(k ) = 0 fiir ganze Zahlen k ist, ist fast jeder Term der
Summe Null. Einzig der Term mit m = n macht Probleme, denn dieser ergibt g. Hier nutzen wir die
Regel von I'Hépital aus Kapitel 5.2 und erhalten (mit der Kettenregel fiir die Ableitung des Sinus):

1 2 1 2
o 2l o e sin (m =) m) = 5o cos(0) 7= e

Wir finden also, dass die Fourier-Koeffizienten in der Tat wie behauptet berechnet werden kénnen.

Wir finden also folgendes Kochrezept zur Fourier-Reihe:

Eine reell- oder komplexwertige periodische Funktion f(¢) mit Periode T', es gilt also f(t) = f(t+T),
hat die Fourier-Reihe

o0

f(t) = Z Cn einw0t7

wobei wy = 27 /T die Kreisfrequenz der oszillierenden Funktion ist. Die Koeffizienten der Fourier-
Reihe berechnen sich mittels
' 1/T/de() et
Cpn = — tf(t)e "ot
T J 1)

Der Tiefpass-Filter in obigem Beispiel funktioniert iibrigens so, dass er die Fourier-Koeffizienten
des Signals U(t) berechnet, und dann alle Koeffizienten auer c_y, ¢y und ¢; verwirft (auf Null
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setzt). Dann bleibt also noch iiber:

[e.e]

Ut) = Z Z Cn €0 — e e gy 4 ey @0t

n mn=—oo

=¢o+ (c1 + c—1) cos(wot) + i (c1 — c—1) sin(wot).

Im Beispiel ist wg =1, ¢o = 0 und ¢_1 = ¢; = 1/2, so dass nur nur noch U(t) — cos(t) ubrigbleibt.

10.5.3 Die Fourier-Transformation

Durch die Fourier-Reihe wird eine Funktion mit Periode 7" als Summe von komplexen Exponen-
tialfunktionen mit Kreisfrequenzen w, = nwy = n2r/T dargestellt. Die Werte der Frequenzen
wy, sind hier also diskret. Die Fourier-Transformation ist die Verallgemeinerung der Fourier-Reihe
zu kontinuierlichen Frequenzen, w, — w € R. Da sich im Fall der diskreten Fourier-Reihe zwei
benachbarte Frequenzen w, und w,1 um Aw = 27 /T unterscheiden, entspricht der Ubergang zu
kontinuierlichen Frequenzen dem Grenzwert 7" — oo, also einer Funktion, die eine unendlich lange
Periode hat. Das ist aber nichts anderes als eine nicht-periodische Funktion. In diesem Sinne ist die
Fourier-Transformation also die Verallgemeinerung der Fourier-Reihe von periodischen Funktionen
zu allen méglichen Funktionen.

Wir definieren die Fourier-Transformierte F f(w) einer im Allgemeinen komplexwertigen Funktion
f(t) (die wie gesagt nicht periodisch sein muss!), welche

/Oo dt |f(t)]? < oo (10.29)
erfiillt, wie folgt:
Fiw) = [ dee s, (10.30)

Diese entspricht also dem Fourier-Koeffizienten ¢,. Achtung: in der Praxis ldsst man das F fiir die
Fourier-Transformation oft weg und schreibt f(¢) und f(w) — das ist aber ungute (mathematisch
falsche) Notation! Die Riicktransformation erfolgt mittels

f(t) i/oo dwe "' Ff(w). (10.31)

T o oo

Achtung: Bei der Definition der Fourier-Transformation gibt es leider leicht verschiedene Konventio-
nen. Es ist vollig egal, welche der Definitionen man nutzt, solange man in einer gegebenen Rechnung
immer konsistent dieselbe Definition nutzt. In manchen Definitionen wird zum Beispiel an Stelle von
Gleichungen (10.30) und (10.31) das Vorzeichen des Arguments der Exponentialfunktionen umge-
dreht. In anderen Konventionen wird anstelle des Faktors 1/(27) in der Riicktransformation sowohl
in der Hin- wie in der Riicktransformation ein Faktor von 1/\/% benutzt.

Die wichtigsten Eigenschaften der Fourier-Transformation sind:

1. Fourier-Transformation von reellen Funktionen:
f)eR = (Ffw) =Ff(-w).
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2. Fourier-Transformation der Ableitung;:

ft) = dgzl_it) = Ff(w)=—iwFg(w).

3. Skalierung der Fourier-Transformation:

o) = flar) = Fow)=-Ff(2).

4. Fourier-Transformation eines Produkts von Funktionen:

F) =g h(t) = Fflw) = — /_OO i Fg(w — &) Fh(3).

21 J_ o

5. Satz von Parceval:

| atlsor = [~ vy )

o0

Das ware im Physikerleben gut zu wissen:

Wissen, was i ist.

Komplexe Zahlen iiber Real- und Imaginarteil schreiben konnen.

Komplexe Zahlen in Polardarstellung kénnen.

Betrag und Argument einer komplexen Zahl identifizieren kénnen.

Die Eulersche Formel auswendig kennen.

Komplexe Zahlen addieren, subtrahieren, multiplizieren, und durch einander teilen kénnen.
Wissen, was eine holomorphe Funktion ist.

Wissen, dass holomorphe Funktionen im Vergleich zu Funktionen vom RR? in den R? stark
eingeschrankt sind.

Fourier-Reihen von periodischen Funktionen bilden kdnnen.

Die Interpretation der Fourier-Reihe als Zerlegung einer periodischen Funktion in Komponenten
verschiedener Frequenzen kennen.

Fourier-Transformationen bilden konnen.

Die aufgefiihrten wichtigsten Eigenschaften der Fourier-Transformation kennen.

PS: “gut zu wissen” muss nicht heilen, dass das alles in der Klausur abgefragt wird — oder, dass sonst
nichts aus diesem Kapitel in der Klausur vorkommt. Wer aber mit den Punkten in diesem Kasten
nichts anfangen kann, hat wahrscheinlich in der Klausur und im weiteren Studium Probleme.
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Anhang A

Was sonst noch wichtig ware

In der Physik gibt es neben den in dieser Vorlesung behandelten Rechentechniken noch eine Reihe
weiterer Themen, die wirklich wichtig sind — aber eben ein bisschen weniger wichtig (oder zumindest
ein bisschen weniger grundlegend) als das, was wir behandeln konnten. Diese Rechenmethoden
werden Sie im Laufe des weitere Studiums noch in anderen Vorlesung sehen. Konkret hatte ich vor
allem gerne noch folgende Themen behandelt:

e Weiterfiihrende Diskussionen von Fourier-Reihe und Fourier-Transformation.

e Heavisidefunktion und Diracsche Deltafunktion (und, allgemeiner, Distributionen) — eine kurze
Einfiihrung hierzu findet sich in Anhang D.2.

e Greensche Funktionen.
e Statistik.

Sollten Sie also SpalR an Mathematik und/oder Rechenmethoden haben, sind das meine Tipps fiir
das weitere Selbststudium.
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Anhang B

Matrizen und lineare
Gleichungssysteme

Ein wichtiges Anwendungsgebiet von Matrizenrechnung ist das Ldsen von linearen Gleichungs-
systemen. Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von n Gleichungen, in denen m Variablen
T1,. .., %, jeweils nur in erster Potenz (also linear) vorkommen. Diese Gleichungen sehen im Allge-
meinen wie folgt aus:

Aoy +Apze+ ...+ A Ty = by
Asy 1 + Ao xo+ ...+ Ay Ty = by

An1$1+An2x2+-'-+Anm$m:bn

Diese Gleichungen kann man auch als ausgeschriebene Matrixgleichung auffassen. Hierzu fiihren wir
die Matrix A ein, deren Eintrage A;; genau durch die Koeffizienten A;; in obigem Gleichungssystem
gegeben sind. Genauso definieren wir die Vektoren Z und b, und schreiben das Gleichungssystem als

Ay A o0 A T by
Ay Aoy ... Aoy, x b -
oo =7 = az=0 (B.1)
Anl AnQ e Anm Tm bn
N VA ~ HC_/ WT/
=: =T —:b

Ist b = 0, so nennt man das Gleichungssystem “homogen”. Ist 57& 0, so heilt das Gleichungssystem
“inhomogen”. Im Folgenden betrachten wir Gleichungssysteme mit n Gleichungen fiir n Unbekann-
te. Fiir die ist A also eine (n x n)-Matrix. Wann und wie kann man solch ein Gleichungssystem
|6sen?

1. Falls die Determinante von A nicht verschwindet, Det(A) # 0, ist das Gleichungssystem
eindeutig |6sbar. Fiir die Lésung bendtigt man dann die inverse Matrix A~ (siehe Kapitel
3.3). Der Vektor der Variablenwerte, welche die Gleichung I6sen, ist dann

F=A"1p.

2. Falls die Determinante von A Null ist, Det(A) = 0, hat das Gleichungssystem keine ein-
deutige Losung (und wir kdnnen dann auch keine Inverse von A berechnen). Es kdnnen
wiederum zwei Falle auftreten:
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(a) Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen.

(b) Das Gleichungssystem hat keine L3sung.

Um herauszufinden, ob es Lésungen gibt (und von welcher Form diese sind), kann man eine Variante
des GauR-Jordan-Verfahrens anwenden:

1. Erweitere die Matrix A mit dem Vektor b:

Ay ... Ay by
A = : Lo
Ag ... A, lb,

2. Fiihre so lange “elementare Zeilenumformungen” durch, bis die linke Seite der erweiterten
Matrix auf die sogenannte “Dreiecksform” gebracht ist, also eine Form, bei der alle Eintrage
unterhalb der Hauptdiagonalen gleich Null sind. Fiir eine (3 x 3)-Matrix sieht diese z. B. wie

folgt aus:
X ok K|k
0 * *|x
0 0 *|x*

Hierbei steht * fiir eine erst mal noch beliebige Zahl. Elementare Zeilenumformungen sind:

e Multiplizieren einer Zeile (jedes Eintrags der Zeile) mit einem Skalar.
e Vertauschen von Zeilen.

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen (wieder Eintrag fiir Eintrag)

3. Wenn das Gleichungssystem unendliche viele Lésungen hat, besteht eine der Zeilen (die letzte
Zeile) nur aus Nullen: (0 0 ...]0). In diesem Fall kann eine der Variablen z; frei gewadhlt
werden. Man bestimmt die Lsungen dann wie folgt:

e Definiere eine Matrix A als die linke Seite (links des vertikalen Trennungsstrichs) der
erweiterten Dreiecksmatrix und einen Vektor b als die rechte Seite (rechts des vertikalen
Trennungsstrichs) der erweiterten Dreiecksmatrix. Die Losungen des Gleichungssystems
sind dann Ldsungen des Gleichungssystems

A7 =1,

in dem die letzte Gleichung 0 - 21 +0-29+ ...+ 0-x, = 0 lautet. Diese Gleichung
ist offensichtlich richtig. Wenn wir nun zum Beispiel x,, als die frei wahlbare Variable
aussuchen, kdnnen wir die anderen Gleichungen sukzessive nach den anderen x; aufldsen.
Diese sind dann Funktionen der Variablen z,,.

4. Ist hingegen eine der Zeilen (die letzte Zeile) von der Form (0 0 ... |%) mit x # 0, so hat das
Gleichungssystem keine Losung.

Als Beispiel betrachten wir das lineare Gleichungssystem
X1+ Ty + X3 = 1

—$1+l’2—21‘3:4
2$1+2ZE2+2£L’3:2
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1. Erweitern der Matrix:

1 1 1|1
-1 1 =24
2 2 212

2. Elementare Zeilenumformungen:

(a) Ziehe das Doppelte von Zeile 1 von Zeile 3 ab:

1 1 1|1 11 1 |1
-1 1 =214 — -1 1 =214
2 2 212 0 0 010
(b) Addiere Zeile 1 zu Zeile 2:
1 1 1|1 11 11
-1 1 -21|4 — 0 2 —-1|5
0 0 010 00 010

3. Wir sehen also an der letzten Zeile, dass das Gleichungssystem unendlich viele Lésungen hat.
Wir identifzieren jetzt

/111 .1
A=|-11 2| und b= (5
0 0 0 0

Wir entscheiden uns nun, im Folgenden x; und x5 als Funktion von x3 auszudriicken. Wir

erhalten dann von der zweiten Zeile des linearen Gleichungssystems A # = b, dass

1
200 —x3=0 & $2:§+§ZL‘3.
Aus der ersten Zeile von AZ = b erhalten wir
3 3
$1+:U2—|—$3=1 = 1’1:1—1'2—1}3:—5—51'3.

(Im letzten Schritt haben wir 25 = 2 + % x3 benutzt). Man kann tberpriifen, dass das originale
Gleichungssystem A ¥ = b durch

1 3 3
l’l(ﬂfg) = 5 + 51‘3 und .Z‘Q(.Tg) = —5 - 5.%‘3 und T3

mit beliebigem x5 geldst wird.
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Anhang C

Geometrische Interpretation des
Transformationssatzes

Die Herleitung des Transformationssatzes ist tatsachlich recht kompliziert. Warum tritt zum Bei-
spiel der Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix in der Transformation der Integrationsvariablen
auf? Um dies ein wenig besser zu verstehen, ist die nun folgende geometrische Interpretation des
Integralsatzes hilfreich (zumindest bei zwei- und dreidimensionalen Integralen).

Kommen wir wieder zum Beispiel der Polarkoordinaten zuriick. Naiv kdnnte man ja auch einfach
nur die infinitesimalen Langen dx und dy iiber ihre totalen Differenziale transformieren:

ox ox

dr = 5 dr + % dyp = cos(p) dr — r sin(yp) do, (C.1)
Oy oy , .
dy = 5 dr + e dp = sin(p) dr 4+ r cos(p) do. (C.2)

Allerdings gilt fiir die Transformation des Integrals nicht, dass wir einfach dx und dy mit den totalen
Differenzialen ersetzen:

//dxdyf(x,y) ://drdwrf(w(r,go),y(r,gp)

# [ [ feoste)dr = r sin(e) o] sin(ie) dr + v cos() ) Fla(ro).ylr.)

Dies liegt daran, dass das dxdy im Integral nicht das Produkt zweier eindimensionaler
Differentiale ist, sondern ein infinitesimales Flachenelement! Die “Verwirrung” ist letztlich
darin begriindet, dass diese beiden unterschiedlichen mathematischen Objekte (Produkt von Diffe-
rentialen vs. Flachenelement) in kartesischen Koordinaten zufillig die gleiche Formel haben — aber
eben auch nur in kartesischen Koordinaten. Die Frage ist also: was ist der richtige Ausdruck fir
ein infinitesimales Flachenelement in Polarkoordinaten? Hierzu wollen wir zundchst nochmal geome-
trisch verstehen, weshalb ein infinitesimales Flachenelement in kartesischen Koordinaten die Form
dA = dz dy hat. Betrachten wir also wieder eine Flache, iiber die wir integrieren. Diese unterteilen
wir in kleine Quadrate der Seitenlangen dx und dy. Es ist nun hilfreich, dieses Quadrat iiber Vektoren
auszudriicken. Einem beliebigen Punkt auf der Flache mit Koordinaten = und y entspricht (in der
zum kartesischen Koordinatensystem passenden kartesischen Orthonormalbasis) der Vektor

la,y) = (x) . (C.3)



Wenn wir der linken unteren Ecke des Quadrats die Koordinaten (z,y) geben, so ist die linke obere
Ecke gegeben durch

@,y + dy) = r(z,y) + 70, dy). (C4)
Die rechte untere Ecke des Quadrats hat hingegen den Ortsvektor

™z + dx,y) = (x,y) + 7(dz,0). (C.5)

GemaR Kapitel 1.4.5 gilt, dass wir den Flacheninhalt des Quadrats als Kreuzprodukt der Vektoren
7(0, dy) und 7(dz, 0) verstehen konnen. Da das Kreuzprodukt nur fiir dreidimensionale Vektoren de-
finiert ist, klappt das natiirlich nur, wenn wir die Vektoren dadurch zu Vektoren im dreidimensionalen
Raum machen, dass wir ihnen einfach noch eine dritte Komponente z = 0 geben:

a
()~ (v
y 0

Der Flacheninhalt ist dann gegeben durch

0
dA = |F(dz,0) x (0, dy)| = 0 = dz dy. (C.6)
dx dy

Diese Kochrezept kann man nun recht einfach auf andere Koordinaten iibertragen. Bei Polarkoordi-
naten geht das wie folgt. Ein Vektor in der Ebene hat den Ausdruck

r(r, @) = | rsin(y) | . (C.7)

Ein infinitesimales Flachenelement erhalten wir dadurch, dass wir die Flache des Stiicks der Ebene
berechnen, dass sich durch infinitesimale Anderungen von r und ¢ ergibt. Wenn wir r um dr dndern,
andert sich der Ortsvektor wie folgt:

dr cos(y) OF(r, )
r(r+dr,p) =7(r,¢) + 7(dr,0) = 7(r,p) + | dr sin(e) | =7(r,o) + 87: dr (C.8)
0
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Der Vergleich mit Gleichung (7.2) zeigt, dass der letzte Term im Wesentlichen die dreidimensionale
Verallgemeinerung von 7(r, ) + €.(r,p) dr ist. Eine infinitesimale Anderung von ¢ &ndert den
Ortsvektor wie folgt (in fiihrender Ordnung in dy, hierzu nutzen wir eine Taylor-Entwicklung — das
ist OK, denn dy ist infinitesimal klein, dp — 0, so dass die héheren Ordnungen unendlich viel kleiner
sind als die erste Ordnung!):

—r sin(p) dp OF(r, )
7(r, o +dp) = 7(r,¢) + 7(0,dp) = 7(r,0) + | 7 cos(p)dy | =7(r,¢) + 0@70 dep. (C.9)
0

Der Vergleich mit Gleichung (7.2) zeigt hier, dass der letzte Term im Wesentlichen die dreidimen-
sionale Verallgemeinerung von 7(r, ¢) + €, dyp ist, wobei €, der Einheitsvektor in ¢-Richtung ist.

T T T T T T

Das infinitesimale Flachenelement hat also den Flicheninhalt

dr cos(yp) —r sin(p) dp
dA = |7(dr,0) x 7(0,dp)| = || dr sin(e) | x [ r cos(p)de
0 0
0 0
= 0 = 0 =rdrde. (C.10)
r cos?(p) dr dp — (—r sin®(y) dr dy) rdrdp

Somit gilt also:

(C.11)

A — dz dy in kartesischen Koordinaten,
" |rdrde in Polarkoordinaten.

Um nun letztlich zur Determinante der Jacobi-Matrix zu kommen, erinnern wir uns noch an die
Definition der Determinante aus Kapitel 3.4, und sehen, dass das Kreuzprodukt genau dem Betrag
der Determinante der Jacobi-Matrix entspricht. Dies ist natiirlich kein Zufall, denn letztlich haben
wir das infinitesimale Flachenelement als

dA = ‘(—dr(r’ ?) dr) x (—dr(r’ ?) dgp)) (C.12)

dr dy
berechnet. Wenn wir das ausschreiben erhalten wir genau den Betrag der Determinante der Jacobi-
Matrix. Bei dreidimensionalen Integralen muss man statt eines infinitesimalen Fachenelements ein
infinitesimales Volumenelement berechnen. Dessen Volumen ist durch ein Spatprodukt gegeben (sie-
he Kapitel 1.4.6), was wieder genau dem Betrag der Determinante der entsprechenden (3 x 3)-
Jacobimatrix entspricht.
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Anhang D

Heavisidefunktion, Diracsche
Deltafunktion, Distributionen

Dieses Kapitel des Anhangs gibt eine kurze Zusammenfassung der Heavisidefunktion und der Dirac
Deltafunktion.

D.1 Heavisidefunktion

In der Physik ist es oftmals wichtig, einen bestimmten Zeitpunkt oder Ort zu benennen. Als Beispiel
kann man sich vorstellen, dass ab einem Zeitpunkt ¢t = ¢ ein Strom der GréBe I, durch einen Draht
flieBt weil die Experimentatorin zum Zeitpunkt ¢ = ¢y auf den passenden Knopf gedriickt hat. Der
Strom I(t) hat dann als Funktion der Zeit die Form

Iy t>t,.

1) = {0 t<to (D.1)

Es gibt aber auch noch viele andere Situationen, die in der Physik eine Aussage der Form “Wenn
der Parameter x kleiner als ein Referenzwert x ist, so passiert nichts. Andernfalls passiert etwas.”
in eine Formel gebracht werden miissen. Man kann dazu jedes mal wieder eine Funktion mit Fall-
unterscheidung definieren wie wir es in Gleichung (D.1) getan haben. Um sich die Schreibarbeit zu
erleichtern, kann man aber auch die nach Oliver Heaviside benannte Heavisidefunktion nutzen,
die auch Treppen-, Stufen- oder Sprungfunktion genannt wird. Diese hat (iblicherweise das Symbol
O und die Definition

Oz) = {0 v=0 (D.2)

1 z=z>0.

Mit dieser Definition kann man den obigen Strom jetzt in der kompakteren Form

schreiben.
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D.2 Diracsche Deltafunktion und Distributionen

In der Physik ist es oft hilfreich, eine Aussage vom Typ “genau dann, wenn ..." zu machen (und also
auch in eine Formel zu packen). Bei Summen haben wir dazu in Kapitel 3.5.1 das Kronecker-Delta
9, eingefiihrt, das als

1 i
5ij:{ e (D.4)

0 ,sonst

definiert ist. Es gilt somit, dass
Z(&j a; = @ und Z (Sij = ]., (D5)
J J

wobei a; zum Beispiel die Glieder einer Folge oder Reihe sind. Weiterhin haben wir gelernt, dass
Integrale als Grenzwerte von Summen zu verstehen sind, in denen die Summanden immer kleiner
werden. In der Folge wollen wir nun das Konzept der “Diracschen Delta-Funktion” ¢ (x—x) einfiihren.
Diese soll das Kronecker-Delta von Folgen/Reihen und Summen zu Funktionen und Integralen wie
folgt verallgemeinern:

Zéij a; =a; — /00 dzx d(x — xo) f(x) = f(xog) VY 20 (D.6)

und
Zéij =1 — / dxd(x —xz9) =1 V . (D.7)
J —00

Wahrend das Kronecker—Delta also fiir Indizes i und j mit diskreten Werten definiert ist, ist die
Dirachsche Delta-Funktion fiir kontinuierliche Argumente x definiert.

Die Diracsche Delta-“Funktion” §(z) ist trotz dieses oft genutzten Namens iibrigens mathematisch
gesehen nicht wirklich eine Funktion, sondern eine sogenannte “Distribution”. Distributionen sind
mathematische Objekte, die Funktionen “passend” verallgemeinern — was genau das bedeutet, fiihrt
hier aber zu weit. Wir kénnen Diracsche Delta-“Funktion” jedoch durch normale Funktionen §.(x)
so anndhern, dass wir 0(z) als Grenzwert dieser normalen Funktionen erhalten:

i(z) = lilgl+ de(z). (D.8)
Es gibt mehrere mogliche Wahlmdglichkeiten fiir die Funktion d.(x), wir nutzen hier

1 2
bc(z) = —@t/e, D.9
(@) = o= (09)
Die um einen Referenzwert xy auf der z-Achse verschobenen Funktionen d0.(x — x) sehen wie folgt
aus:

10
<
é/ 5¢ €=0.001
<
\ e-0.025
J { €=0.1
0 L L n
Xo—2 X0—1 Xo Xg+1 Xo+2
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Im Grenzwert ¢ — 0 sehen wir, dass die Diracsche Deltafunktion eine unendlich hohe, unendlich
diinne Funktion ist. Dies erklart auch, warum der normale Funktionenbegriff nicht ausreicht um
die Diracsche Deltafunktion zu beschreiben: normale Funktionen diirfen niemals den Funktionswert
unendlich haben, es gilt jedoch §(0) = lim.,¢0.(0) = oo. Die Diracsche Deltafunktion und die
Heavisidefunktion sind iibrigens enge Verwandte, denn man kann zeigen, dass gilt:

dO(z — xp)

T = 0(z — x9). (D.10)

D.2.1 Rechnen mit der Deltafunktion

Da die Diracsche Deltafunktion keine normale Funktion ist, muss man beim Rechnen mit ihr extrem
vorsichtig sein. Als Faustregel gilt: bekannt sind nur die unten stehenden Rechenregeln. Diese kann
man blind anwenden. Alles, was nicht ganz genau zu einer der folgenden Formeln passt, sollte man
besser als “nicht bekannt” betrachten. Aus Erfahrung geht alles andere wahrscheinlich schief. Die
Rechenregeln sind, fiir beliebige Funktionen f(z):

1. Integral der Deltafunktion:

/Oo dz f(2) 6(x — 20) = f(a0). (D.11)

—00

Mit f(z) = 1 folgt daraus auch [~ dzé(z —x0) = 1.

2. Integral der Ableitung der Deltafunktion:

/‘X’ dd(x —xo)  df(zo)

dx f(x) o = ppa (D.12)

[e.9]

3. Fiir reelle Zahlen a # 0 gilt:

/OO dxf(a:)5(a(m—x0)):/oo dxf(x)%ﬂx—xo). (D.13)

4. Noch allgemeiner gilt fiir fir eine Funktion g(z) mit N Nullstellen Z;, also g(&;) = 0 Vi, dass

N

/_Oo dz f(z) 6(g(z)) = /_oo dz £ () ( L m) | (D.14)

Gleichung (D.13) entspricht dem Spezialfall g(z) = a (x — ) in dem die einzige Nullstelle
T, = xg ist (und ¢'(x) = a).
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