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1. Thermodynamische Storungstheorie: Magnetisches Molekiil
(13 Punkte)

Im Zusammenhang mit der Suche nach neuen Speichermethoden und der elektronischen Reali-
sierung von Quantencomputern wird verstédrkt an kleinen Spinsystemen geforscht. Insbesondere
sind dabei magnetische Molekiile von grofiem Interesse. Dabei handelt es sich meist um groflere
Molekiile, in denen wenige magnetische Ionen eingebettet sind. Der Abstand dieser Ionen ist
derart, dass noch eine merkliche Wechselwirkung bestehen bleibt.

Wir betrachten im Folgenden ein Molekiil mit drei magnetischen Ionen, die sich im gleichen
Abstand zueinander in einem Aufleren Magnetfeld befinden. Der magnetische Anteil des entspre-
chenden Hamilton-Operators hat die folgende Gestalt

. Ay S J > &
H="Ho+H, mit %Oz—hﬁsw le—wgsi-sj. (1)
1= 1#£]

Der Spin—% Operator des i-ten lons ist gi, Ay ist die Zeemann-Energie und J ist die Austausch-
energie.

a) Wir betrachten H als ungestoérten Hamilton-Operator und den Heisenberg-Term #; als
Storung. Als orthonormierte Basis des Dreiteilchen-Hilbertraumes wéhlen wir {| Jl{),

A, LU, LD, 1), 11, | 111) ). Bestimmen Sie die dazugehdrige 8 x 8

Matrixdarstellung und das Spektrum von Hy.

b) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von #; in der obigen orthonormierten Basis.

c) Berechnen Sie die freie Energie bis zur zweiten Ordnung in J mit Hilfe der thermody-
namischen Storungstheorie.

d) Die exakte freie Energie kann analytisch angegeben werden:

BF = —3In <2 cosh ﬁgz) — Incosh ?’éTJ —In (1 + (tanh %)2 tanh ?)?TJ) (2)

Entwicklen Sie diese bis zur zweiten Ordnung in J und vergleichen Sie mit Ihren Ergeb-
nissen aus Aufgabenteil c).

Hinweis: Benutzen Sie
Hal 1) = -2 100y
Hal L) = +31 11) — 2] 1) = 31 1)
Ha 1) =~ 21 1) + 21U — 5 1)



Ha T) = — 2] 1) = 21 1A+ 71 1)
Hal L) =+ 1) — 31 1) — 51 1)
Hal 1) = —3 | M)+ 21 1) — 3| 1)
Hal T4 = — 21 40 = 21 1) + 21 11)
Hal 1) = — 2| 111)

2. Ideales Gas aus zweiatomigen Molekiilen (13 Punkte)

Ein zweiatomiges Molekiil besitzt Translations-, Schwingungs- und Rotationsfreiheitsgrade. Es
soll die spezifische Wérme eines idealen Gases von N derartigen Molekiilen berechnet werden.
Dabei konnen wir annehmen, dass das Bindungspotential durch ein harmonisches Potential
gendhert werden kann.

a) Fiir ein ideales Gas kann der Beitrag C"t}“mSI der Translationsbewegung klassisch be-
handelt werden. Bestimmen Sie C‘t}anSI aus dem Gleichverteilungssatz der klassischen
statistischen Physik.

b) Die Energieniveaus der Schwingungszustinde des Molekiils sind
0SC 1
E, :hwo(n—i—2> n=0,1,2,...

Bestimmen Sie die spezifische Warme C77¢ fiir den Schwingungsfreiheitsgrad. Disku-
tieren Sie die Grenzfille von hohen und tiefen Temperaturen im Vergleich zu Ty =
hwo/kp.

c) Die Rotationsenergieniveaus des Molekiils mit dem Tridgheitsmoment I sind durch

R20(0+1)

Erot —
¢ 2

£=0,1,2,...

gegeben und 2¢ 4+ 1-fach entartet. Betrachten Sie den Rotationsanteil der spezifischen
Wirme C}°* in den Grenzfille von hohen und tiefen Temperaturen im Vergleich zu
Trot = B2/ (IkB).

Hinweis: Fiir tiefe Temperaturen bendtigen Sie nur die zwei Beitrage zur Zustands-
summe mit niedrigster Energie. Fiir hohe Temperaturen kénnen Sie Euler-MacLaurin-
Niherungsformel verwenden, Y > f(n) ~ [;° dzf(z) + $F0) = 5£(0) + ...

d) Die charakteristische Temperatur der Schwingung Tos ist iiblicherweise viel grofier
als die der Rotation Tyot. Skizzieren Sie detailliert die spezifische Wirme Cy =
Cfransl - Cose + Ot als Funktion der Temperatur. Welche Werte erhiilt man in den
drei Bereichen T' <« T,., T, <« T <« T, und T, <« T? Diskutieren Sie diese Werte im
Rahmen des klassischen Gleichverteilungssatzes. Die Molekiile dissozieren bei einer kri-
tischen Temperatur Ty;ss > T,,. Welchen Wert besitzt die spezifische Wirme Cy dann
fir T > Tyiss?



