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1. Eigenschaften der Spur (9 Punkte)

Die Spur eines Operators A ist mit Hilfe eines vollstéindigen Orthonormalsystems (VON) (¢r|or) =
Ok 5 definiert,

Sp{A} =D (6xlAlgr). (1)
k

Beweisen Sie folgende Eigenschaften der Spur fiir Operatoren A, B und C und fiir komplexe
Zahlen « und .

a) Die Spur eines Operators ist unabhéngig von dem zur Berechnung benutzten VON.

b) Ist U ein unitéirer Operator, so gilt Sp{UTAU} = Sp{A}.

c) Sp{lv)(el} = (el¥)

d) (i) Sp{Af} = (Sp{A})*, (ii) Sp{a A+B B} = aSp{A}+BSp{B}, (iii) Sp{ATA} >0
e) (i) Sp{AB} = Sp{BA}, (ii) Sp{[A, B]} =0

f) Sp{ABC} = Sp{BCA} = Sp{CAB}

2. Kanonischer Dichteoperator (5 Punkte)

a) Wie lauten die allgemeinen Eigenschaften eines Dichteoperators?
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b) Sei H ein Hamilton-Operator. Zeigen Sie, dass der Operator ¢ = ﬁ ein Dichte-
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operator ist.

3. Dichteoperator eines Spin-1/2-Gemisches (7 Punkte)

Wir betrachten den Dichteoperator ¢ eines Spin-1/2-Gemisches. Dieser kann durch eine Linear-
kombination aus dem Eins-Operator und den Pauli-Matrizen &;, mit i = 1, 2, 3,
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dargestellt werden.

a) Bestimmen Sie die Eigenschaften des Vektors il = (ng,ny,n.), so dass ¢ die Eigen-
schaften eines Dichteoperators erfiillt.



b) Zeigen Sie, dass fiir die Erwartungswerte der drei Pauli-Matrizen in dem durch ¢
beschriebenen Zustand gilt: (6;) = n;.

c) Die Polarisation eines Gemisches von Spin-1/2-Teilchen mit Dichtematrix ¢ wird durch
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definiert, wobei A;/, die Eigenwerte von ¢ sind. Bestimmen Sie den Zusammenhang
zwischen der Polarisation IT und den Komponenten des Vektors 7.

4. Zeitentwicklung des Dichteoperators (8 Punkte)

Betrachten Sie ein freies Teilchen mit Masse m in einer Raumdimension mit dem Ortsoperator
#, dem Impulsoperator p und dem Hamilton-Operator H = $?/(2m). Zur Zeit t = 0 sei das
System durch den Dichteoperator
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beschrieben mit ¢ > 0. V ist ein Faktor, der die Normierung des Dichteoperators garantiert.
Hinweis: [ dze"/2o")iz/r0 — |\ [arge—o?/(2x)),
— 00

a) Bestimmen Sie die Matrixelemente von p(0) sowohl in der Ortsbasis, pg./(0) =
(x|p(0)|2"), als auch in der Impulsbasis, ppy (0) = (p|p(0)[p).

b) Bestimmen Sie die Zeitentwicklung, ¢ > 0, des Dichteoperators in der Impulsbasis
ppp (1), indem Sie die von-Neumann-Bewegungsgleichung explizit 16sen.

c) Wie lautet der Dichteoperator p,,/(t) fur ¢ > 0 in der Ortsbasis? Wie verhélt sich
insbesondere p,,(t)? Hinweis: Fihren Sie Relativ- und Schwerpunktskoordinaten ein.



