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1. Bogoliubov-Transformation für Bosonen 4 Punkte

Eine allgemeine Form eines bilinearen Hamilton-Operators ist Ĥ = ~a†H~a mit ~a = (α̂1, . . . , α̂n)T , wobei
H ∈ Cn×n eine hermitesche Matrix und ~a ein n-komponentiger Vektor von zweit-quantisierten Operatoren
α̂i ist.

a) 1 Punkt

Betrachten Sie zunächst den Fall, dass alle α̂i Vernichtungsoperatoren sind, d.h. [α̂i , α̂
†
j ]± = δij mit

[Â, B̂]± = ÂB̂ ± B̂Â und + (−) für Fermionen (Bosonen). Um Ĥ zu diagonalisieren, können Sie nun

eine allgemeine Basis-Transformation ~a = U~b betrachten, wobei U ∈ Cn×n eine bisher noch nicht
weiter spezifizierte Matrix ist. Zeigen Sie, dass U unitär sein muss, damit diese Transformation die
(Anti-)Vertauschungsrelationen der Operatoren erhält (und damit also [ai , a

†
j ]± = [bi , b

†
j ]± gilt). Warum

ist die Erhaltung der (Anti-)Vertauschungsrelationen eine sinnvolle Forderung?

b) 1 Punkt

Betrachten Sie nun den Fall, dass H eine komplexe (2× 2)-Matrix und ~a = (α̂1, α̂
†
2) ist, wobei weiterhin

[α̂i , α̂
†
j ]± = δij gelten soll. Für Fermionen ist diese Situation in einem Supraleiter realisiert. Zeigen Sie,

dass die allgemeine Transformation ~a = U~b für Bosonen dann die Relation UσzU† = σz erfüllen muss,
um die Vertauschungsrelationen zu erhalten. Hierbei ist σz = diag(1,−1) die dritte Pauli-Matrix. Welche
Relation erfüllt die Matrix U im fermionischen Fall?

c) 1 Punkt

Nehmen Sie im Folgenden an, dass U nur reelle Einträge hat. Zeigen Sie, dass U im bosonischen Fall
dann die Form

U =

(
u v
v u

)
(1)

mit u2 − v2 = 1 hat. Zeigen Sie weiterhin, dass U eine symplektische Matrix ist.

Hinweis: Eine symplektische Matrix M ist eine (2m×2m)-Matrix mit reellen Einträgen, welche die Bedingung MT ΩM = Ω

mit Ω =

(
0 1m

−1m 0

)
erfüllt. Hier bezeichnet 1m die (m×m)-Einheitsmatrix.

d) 1 Punkt

Nutzen Sie die Ergebnisse der vorherigen Aufgabenteile, um die Eigenenergien eines bosonischen Hamilton-
Operators mit

H =

(
E λ
λ E

)
(2)

zu finden. Hierzu können Sie u = cosh(θ) und v = sinh(θ) setzen und Additionstheoreme für die Hyper-
belfunktionen nutzen.
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2. Variationelle BCS-Wellenfunktion 3 Punkte

In dieser Aufgabe sollen Sie mittels einer Variationsrechnung eine Näherung für die Grundzustandswellen-
funktion eines Supraleiters untersuchen. Startpunkt ist dabei der Hamilton-Operator

K̂ = Ĥ − µN̂ =
∑
k,σ

ξkn̂kσ +
∑
k,l

Vkl
N
c†k↑c

†
−k↓c−l↓cl↑. (3)

Hierbei ist n̂kσ = c†kσckσ, wobei ckσ den Vernichtungsoperator für ein Elektron mit Impuls k und Spin σ
bezeichnet, und N ist die Anzahl der Impulse k. Weiterhin gilt ξk = ξ−k, und Vkl beschreibt eine nur in
der Nähe der Fermifläche wirkende attraktive Wechselwirkung mit

Vkl =

{
−V |ξk|, |ξl| < ωD

0 sonst
(4)

und V > 0. Der natürliche Cutoff dieser Niederenergie-Theorie ist die Debye-Frequenz ωD. In der
BCS-Molekularfeldnäherung ist die Grundzustandswellenfunktion durch

|Ψ〉 =
∏
k

(uk + vkc
†
k↑c
†
−k↓)|0〉. (5)

gegeben, wobei uk und vk noch zu bestimmende Koeffizienten sind, und |0〉 das nicht-wechselwirkende
Vakuum bezeichnet (es gilt also ckσ|0〉 = 0 ∀k, σ). Die Koeffizienten uk und vk sollen im Folgenden unter
der Randbedingung

|uk|2 + |vk|2 = 1 (6)

bestimmt werden.
Hinweis: Gleichung (6) hat eine probabilistische Interpretation: |vk|2 ist die Wahrscheinlichkeit, ein Cooper-Paar mit

Impuls k im Grundzustand zu haben.

a) 1 Punkt
Zeigen Sie, dass der Grundzustandserwartungswert von K̂ als Funktion von uk und vk im thermody-
namischen Limes durch

〈Ψ|K̂|Ψ〉 ≈ 2
∑
k

ξk|vk|2 +
∑
kl

Vkl
N
u∗l v
∗
kukvl (7)

gegeben ist. Minimieren Sie Gleichung (7) unter Beachtung von Gleichung (6). Wählen Sie die reelle
Parametrisierung uk = sin θk und vk = cos θk um die Gleichung

tan 2θk =
∑
l

Vkl
N

sin 2θl
2ξk

=: −∆k/ξk (8)

für θk herzuleiten, in der ∆k die sogenannte Gap-Funktion bezeichnet.

b) 1 Punkt
Nutzen Sie nun die Definition Ek = (∆2

k + ξ2k)1/2, um uk und vk als Funktion von ξk, ∆k und Ek

zu schreiben. Ek kann als das Spektrum des Supraleiters interpretiert werden. Formen Sie unter der
Annahme ∆k ≥ 0 Gleichung (8) zu

∆k = −1

2

∑
l

∆l

El

Vkl
N

(9)

um. Nutzen Sie den expliziten Ausdruck von Vkl, um eine nicht-triviale Lösung für Gleichung (9) im Fall
∆k = ∆ > 0 für |ξk| < ωD zu finden.
Anleitung: Ersetzen Sie das Impuls-Integral durch ein Energie-Integral, in dem Sie die Zustandsdichte durch ihren Wert

an der Fermi-Energie annähern, und nehmen Sie ωD � ∆ an. Verwenden Sie die Additionstheoreme für trigonometrische

Funktionen um ausgehend von Gleichung (8) die Ausdrücke für |uk|2 und |vk|2 zu finden.

c) 1 Punkt
Mittels der kanonischen Bogoliubov-Transformation für Femionen kann man zeigen, dass die Gap-Gleichung
bei endlichen Temperaturen die Form

∆k = −1

2

∑
l

∆l

El

Vkl
N

tanh(βEl/2) (10)

annimmt. Nutzen Sie Gleichung (10), um die kritische Temperatur Tc zu bestimmen.
Hinweis: bei Tc können Sie El = |ξl| setzen.
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