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3. Ubung

1. Sphéarische Bessel-, Neumann- und Hankel-Funktionen:

Die freie, stationédre Schrodinger-Gleichung fiir die Gesamtwellenfunktion ¢g(7) fithrt in
Kugelkoordinaten nach der Separation des Winkelanteils (Yy,,,(0, ¢)) auf die Radialgleichung
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bzw. nach der Substitution z = kr auf die Differentialgleichung;:
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Diese Differentialgleichung ist vom Sturm-Liouvillschen Typ und besitzt zwei fundamentale,
reelle Losungsfunktionensysteme:

Sphérische Bessel-Funktionen 2,8 (x) = ju(x) (regulér bei x = 0)
Sphérische Neumann-Funktionen 2 (z) = ny(z) (irregulér bei z = 0)

Alternativ lassen sich komplexwertige Losungssysteme, die sphérischen Hankel-Funktionen
hﬁi)(:ﬁ) = +ij,(x) + ny(x), als unabhéngige Linearkombinationen finden.

(Bemerkung: In der Literatur ist die Definition hél/ D= IFih((gi) = jyti(—n;) zusammen mit
ne — —ny weit verbreitet.)

a) Zeigen Sie fiir ¢ = 0 durch direktes Losen der DGL (1), dass gilt: jo(z) = sin(z)/x und
no(x) = cos(z)/x.

b) Leiten Sie die Rayleighschen Formeln aus der Differentialgleichung (1) her (Faktor (—1)*
Konvention):
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(Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz z,(z) = (—1)° z°y,(z) und zeigen dann zunichst den
Zusammenhang: y;(z) = zye1(2) )
¢) Uberzeugen Sie sich von der Giiltigkeit des asymptotischen Verhaltens (fiir 2 — 00):
r 1 ir

Jo(x) ~ - sin(x — 7) : ne(x) ~ - cos(x — 7)

— bitte wenden —



d) Zeigen Sie, dass die jeweiligen Wronski-Determinanten gegeben sind durch:

W(jene) = je(@)ny(z) — jylz)ng(x) = _%7 (i) = djé(;))
WEPD, R = A (@) (@) — B (2)h ) (2) = _%'

Notieren Sie die entsprechenden Formeln fiir die sphérischen Hankel-Funktionen héi).
. Streuung am sphirischen Potentialtopf:

Betrachten Sie die Streuung am Potential V(r) = —=V; O(R — r) mit V; > 0.

a) Losen Sie das stationédre Streuproblem und leiten Sie die Streuphasen d,(k) her.
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b) Zeigen Sie, dass das Ergebnis aus Teil (a) fir s-Wellenstreuung (¢ = 0) auf die Bezichung

K = K+ =k 4+ K3

tan(kR + do(k)) = % tan(kR)

fiihrt.

c¢) Betrachten Sie nun den totalen Wirkungsquerschnitt oyo. Was ergibt sich im Grenzfall
kR < 1 und in welcher Beziehung steht das Ergebnis zur sogenannten Streulénge
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