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7. Übung

1. Gleichzeitkommutationsrelationen für das freie Maxwell-Feld:

Gegeben sei die Eigenmodenentwicklung des elektromagnetischen Vektorpotentials in Coulomb-
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Die Operatoren â†~kσ (â~kσ) sind Erzeuger (Vernichter) von Photonen der Mode ~k, σ (Wel-

lenvektor, Polarisation) und ~ε~kσ bezeichtet den Polarisationsvektor linear polarisierter Wel-

len. Es gelten die Vertauschungsrelationen: [â~kσ, â~k′σ′ ] = 0 = [â†~kσ, â
†
~k′σ′

] sowie [â~kσ, â
†
~k′σ′

] =

δσσ′ δ(~k − ~k′).

a) Verifizieren Sie, dass für die folgenden Gleichzeitkommutatoren gilt (Kartesische Kompo-
nenten):

i. [Âi(~r, t), Âj(~r
′, t)] = 0,

ii. [∂t Âi(~r, t), ∂t Âj(~r
′, t)] = 0,

iii. [Âi(~r, t), ∂t Âj(~r
′, t)] = i~ δtrans.

ij (~r − ~r ′) mit der transversalen δ-Funktion

δtrans.
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δ(~r − ~r ′).

b) Was folgt somit für die Kommutatoren zwischen jeweiligen Komponenten der elektrischen
und magnetischen Felder? Berechnen Sie einige der Kommutatoren (nach Ihrer Wahl):

[B̂i(~r, t), B̂j(~r
′, t)] , [Êi(~r, t), Êj(~r

′, t)] , [B̂i(~r, t), Êj(~r
′, t)] .

Was bedeutet dies hinsichtlich der Meßbarkeit von Feldern?

2. Erzeuger und Vernichter für Photonen:

Wir betrachten eine Mode des quantisierten, freien elektromagnetischen Feldes charakteri-
siert durch Wellenzahl ~k (Impuls ~p = ~~k), Polarisation σ, und Kreisfrequenz ωk und bezeich-
nen mit â†~kσ ≡ â† bzw. â~kσ ≡ â den Erzeuger bzw. den Vernichter für ein entsprechendes

Photon. Gegeben seien die Operatorfunktionen f̂(â†) und f̂(â).

– bitte wenden –
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Zeigen Sie, dass gilt:

a) [â, f̂(â†)] =
∂ f̂(â†)

∂ â†
,

b) [â†, f̂(â)] = −∂ f̂(â)

∂ â
,

c) [â, eλ â
†
] = λ eλ â

†
, [â†, eλ â] = −λ eλ â

3. Kohärenter Zustand:

Gegeben sei ein kohärenter Zustand definiert über |α〉 = D̂(α) |0〉 mit dem Verschiebungs-

operator D̂(α) = eαâ
†−α∗â (Multiphotonenzustand aus einer Feldmode).

Überprüfen Sie die folgenden Eigenschaften eines kohärenten Zustandes bzw. des Verschie-
bungsoperators:

a) â|α〉 = α|α〉,
b) D̂†(α) = D̂(−α) = [D̂(α)]−1 ≡ D̂−1(α),

c) D̂†(α) â D̂(α) = â+ α,

d) D̂†(α) â† D̂(α) = â† + α∗.

4. Quantenfluktuationen:

Die Schwankung (Varianz) (∆A)2 eines Operators Â bezüglich des Quantenzustands |ψ〉 ist
gemäß (∆A)2 = 〈ψ|Â2|ψ〉 − 〈ψ|Â|ψ〉2 definiert. Überzeugen Sie sich davon, dass die Varianz

der elektromagnetischen Feldoperatoren ~̂E(~r, t) und ~̂B(~r, t) bezüglich des Vakuumzustands
|0〉 nicht verschwinden (”Quantenvakuumfluktuationen”).

Zeigen Sie, dass sich die Nullpunktsenergie E0 des elektromagnetischen Feldes formal durch
die Varianz der (lokalen) Energiedichte des elektromagnetischen Feldes bezüglich des Vaku-
umzustands ausdrücken lässt:

E0 =
1

2
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