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10. Ubung

1. Fermionensystem:

Sei ¢l (¢a,) ein Erzeuger (Vernichter) eines Fermions mit Quantenzahlen o.

L oCayeh el el |0y, el éa,cayel el |0)

a) Geben Sie fiir ein Fermionensystem die zu ¢, s Covs Clr b Coua

und ¢} el ¢l el ¢l |0), gehorenden Zustinde |na,, Ray, Nag, - - - s Ty, - - - ) AN
b) Zeigen Sie, dass fiir die Besetzungszahloperatoren gilt: 22 = n,,. Was impliziert dies fiir
die moglichen Eigenwerte von n,,?

c¢) Der Gesamtanzahloperator ist definiert als N = > Mo, Welcher Zusammenhang ergibt
sich zwischen N2 und N?

d) Berechnen Sie den Kommutator [p("), p(7"’)] zwischen dem Einteilchendichteoperator an
verschiedenen Orten. Verwenden Sie dabei p(7) = o1 (7))(7) sowie die Darstellung

D7) = 32, Cay Ga,(7).

2. Schrédinger- und Heisenberg-Bild:

Im Schrodinger-Bild wird die Dynamik eines Quantensystems durch einen Zustandsvek-
tor |®g(t)) beschrieben, der die Schrédinger-Gleichung ih 9, |Pg(t)) = Hg(t) |Ps(t)) erfiillt.
Die Zeitentwicklung von [®g(t)) wird durch den unitéren Operator Us(t,to) vermittelt:
[Ds(t)) = Us(t, to) [Ps(to)).

Fiir beliebige Operatoren Og (im Schrodinger-Bild), welche physikalischen Observablen ent-
sprechen, gilt dann 9,05 = 0. Die Erwartungswerte (Og) = (®g(t)|Og |Pg(t)) sind i.A.
zeitabhingig und ferner invariant unter unitéiren (Bild-)Transformationen A(t) der Zustands-

vektoren |®(t)) = A(t) |®g(t)). Der Operator 55 der zeitlichen Anderung der Observablen
ist formal definiert iiber die Gleichung dit (Og) = <55> = <®S(t)|55|<b5(t)>.

a) Leiten Sie die formale Bewegungsgleichung 65 = % [Hs,Og] her.

b) Wie lautet die Bewegungsgleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator Ug(t, to) und unter
welcher mafigeblichen Bedingung besitzt diese die formale Losung

Us(t, to) = exp {—% o dt! Ffs(t’)}?

¢) Leiten Sie die Bedingungsgleichung fiir die Bildtransformation A(t) her, sodass der trans-
formierte Zustandsvektor zeitunabhéngig ist, d.h. 0;|®y) = 0 gilt (Heisenberg-Bild).

— bitte wenden —



d) Begriinden Sie das Transformationsgesetz fiir Operatoren Oy (t) = A(t)OgA™(t). Zeigen

Sie, dass die Bewegungsgleichung fiir Observablen im Heisenberg-Bild die Form annimmt:
i

9,0p(t) = - [Hy(t), On(t)].

e) Fiir ein abgeschlossenes System ist Hg zeitunabhéingig. Welche konkrete Gestalt resultiert
dann fiir die Bildtransformation A(¢)?

3. Globale Phasentransformationen und Ladungserhaltung:

Gegeben sei die Lagrange-Dichte £ eines komplexen Skalarfeldes ¢(7,t) (Schrodinger- oder
Klein-Fock-Gordon-Feld) zusammen mit dem Wirkungsfunktional

to

S[é, 7] = / dt / Pr L, 0, V6, &, 0™, V")

t1 \%4

Unter einer globalen Phasentransformation U(a) = €' (mit « reell und konstant) transfor-

mieren sich die Felder ¢ und ¢* geméafl

O(7,t) — G 1) = (7, t) = G(7, ) + 0a0(F, 1),
O*(Frt) — (7 t) = e TG (7, 1) = ¢*(F,t) + 0ud" (7, 1)
(Bemerkung: Entsprechendes 1afit sich unmittelbar auf die quantisierten Felder tibertragen.)

a) Betrachten Sie nun infinitessimale Phasentransformationen U(a) = (1 + ia) + O(a?) und
zeigen Sie, dass die Anderung der Langrange-Dichte gegeben ist durch

oL oL = oL oL

0oL =i S O, - 1=Vl —= -
{ o055~ 7097%] [a<v¢> e

b) Zeigen Sie, dass im Fall der Invarianz der Wirkung unter (inf.) Phasentransformationen,

d.h. falls 5[, ¢*] = S[p, ¢*] — S[p, ¢*] = 0 gilt, die

: [ 0L oL W\
Dichte p = —i <3(3tgz§) o — D) o ) = —i(mp — 7 P") (1)
und die Stromdichte j = —i (a(aé@ é— a(%@ . ¢*> 2)

die Kontinuitatsgleichung 9;p(7, t) + V- §(7,t) = 0 erfiillen.

c) Zeigen Sie, dass @) = —i/d3r (aaﬁ oL
%

— *] eine Erhaltungsgrofle ist.
@5 a0 ° ) 8%

d) Berechnen Sie geméfi Gl. (1) und (2) fiir die Lagrange-Dichte des Schrodinger-Feldes

£= " (0 (0) ~ (w)) - % (Vo) - (Vo) = V.

Dichte und Stromdichte. (Da die Lagrange-Dichte aus Bilinearformen der Felder ¢*, ¢
aufgebaut sind, gilt 6,£ = 0 und somit die Kontinuitétsgleichung.)



