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11. Ubung

1. Nichtrelativistischer Grenzfall der Klein-Fock-Gordon Gleichung:

Leiten Sie ausgehend von der Lagrange-Dichte (hier: [ dr £ hat Dimension einer Energie)
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des freien Klein-Fock-Gordon Feldes, unter Verwendung der Ergebnisse aus Aufgabe 3, der
10. Ubung, die Ausdriicke fiir die Dichte p und die Stromdichte ] her.

Zeigen Sle ferner, dass im nichtrelativistischen (nr) Grenzfall (¢(7,t) = ¢(7,t) e~ 5™t mit
E=mc+ F und E < mc %) die bekannten Ausdriicke fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p,
und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte fnr des Schrodinger-Feldes resultieren.

2. Eigenschaften der Dirac-Matrizen:

Gegeben sei die Dirac Gleichung ihd)(7,t) = (céz" (—ihV) + m025> (7, t) fir das Spi-
norfeld ¢ (in einer (3 + 1)- dimensionalen Raumzeit) Jede Spinorkomponente 1, erfiillt die
Klein-Fock-Gordon-Gleichung ( 5 8t2 —A4+ 2 ) (2, t) = 0. Entsprechend miissen die 4

Dirac-Matrizen {a’,i = 1,2,3} und § den Relatlonen %{oz ,al}y =691, {a', 3} = 0 und
(3% = 1 geniigen.

a) Zeigen Sie, dass die Algebra der Dirac-Matrizen nicht durch Pauli-Matrizen o geldst
werden kann.

b) Die Konstruktion der Dirac-Matrizen geschieht z.B. mittels direkter Produkte aus den
bekannten 2 x 2-Pauli-Matrizen ¢° und der (2 x 2)-Einheitsmatrix 1.
Wie lauten die Darstellungen der Dirac-Matrizen: (i) = 0®*®1 und @ = o' ® & sowie (ii)
B =—0'®1und @ = 0 ®a? Verifizieren Sie, dass die konstruierten Darstellungsmatrizen
die Dirac-Algebra erfiillen.

¢) Wir betrachten die 4 Diracschen y-Matrizen (Vierervektor 7“ = (° = 8,4 = Ba) in

der Standarddarstellung sowie die Matrix 75 = i7°y'v?7* = — 4 €,ua, 7777 Dabel ist
£ das 4-dimensionale Levi-Civita-Symbol (g5, = —"* und eo;j5 = &)

Verifizieren Sie die Antikommutationsrelationen 5 {v", 4"} = g™ 1, {+*,v5} = 0 sowie die

Eigenschaften y#T = 79449 42 = 1 und & = ;.
Fiir die Minkowski-Metrik gelte (g,,) = diag(1, —1,—1,—1) und
3

Z 900" = gung” = ¢, (Einsteinsche Summenkonvention).

— bitte wenden —



d) Wir definieren 6 Matrizen o = £ [y*,~"]. Zeigen Sie die Relationen:
¥ = g" 1 —io" und [y, 0] =0

e) Zeigen Sie, dass sdmtliche (Anti-)Kommutatorrelationen invariant unter unitérer Trans-
formationen U sind, d.h. #* = Uy*U™* dquivalente Darstellungen der Dirac-Matrizen sind.
Was impliziert dieser Sachverhalt fiir die Dirac-Gleichung?

3. Kovariante Dirac-Gleichung:

Die Dirac Gleichung fiir das Spinor_f)eld 1 bzw. fiir das Dirac-adjungierte Spinorfeld o) = 1+ ~°
lautet (Vierergradient 9, = (19, V)) in kovarianter Form

ih 0, (x) — meyp(x) =0, ih O, (z) v +meyp(z) =0,

a) Zeigen Sie, dass die Viererstromdichte j*(x) = ¢ (x)y"1(x) des Dirac-Feldes die Konti-
nuititsgleichung 9,7 (x) = 0 erfillt.

b) Leiten Sie aus dem Wirkungsprinzip S[v, ] = /d4x (V(z) ihy"Ob(z) — mep(z)Y(x))
(mit d*r = cdtd®r) die Dirac-Gleichungen fiir ) und 1 her.

c) Bestimmen Sie jeweils die Paare kanonisch konjugierter Felder (1, 7,) bzw. (1), T5), die
Hamilton-Dichte und daraus das Hamilton-Funktional.



