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1. Ubung

Zur Erinnerung:
Die Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators A = A' sind immer reell. Die Eigenvektoren
sind orthogonal. Kommutierende, selbstadjungierte Operatoren sind simultan diagonalisierbar,

d.h. sie besitzen einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren. Operatorwertige Funktionen f (121)
sind iiber ihre Taylor-Reihe f(A) = Yo% f™(0) A" /n! definiert.

1. Translationsoperator in einer Dimension:

a) Leiten Sie allein aus der Kenntnis der kanonischen Vertauschungsrelation [z, p] = ¢k unter
Verwendung der unitéiren Transformation T'(a) = en®® (mit o reell) das Spektrum (Men-
ge aller Elgenwerte) des selbstadjungierten Operators p beziiglich der Zustandsvektoren
Ip, @) = T'(a)|p) her. Deuten Sie den Operator T'(«).

b) Sei ¢(x) = (x|1)) eine Losung der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung im Ortsraum.
Leiten Sie anhand der Taylor-Entwicklung der Wellenfunktion ¢ (z + «) um die Stelle x
die Ortsdarstellung des Translationsoperators her.

2. Symmetrietransformationen:
Der normierte Zustand [i)(t)) erfiille die zeitabhéingige Schrodinger-Gleichung
H)[W(t)) = ih L1 (t)). Wir betrachten den ebenfalls normierten Zustand |1y (t)) = U(g)|1h(t)),
wobei der Operator u (9) (hler sei g ein beliebiger, reeller Parameter) nicht explizit zeitabhéngig
ist und die Eigenschaften 24(0) = 1 sowie U(gy) U(gs) = U(g1 + g2) erfiillt.

a) Zeigen Sie, daB U(g) allgemein von der Gestalt U(g) = exp{+ gG} ist, wobei der nicht

explizit zeitabhidngige Operator G eine Observable représentiert.
Welche Eigenschaften mufl G erfiillen, damit ¢ (g) eine Symmetrietransformation generiert,
d.h. der Erwartungswert (¢ (¢)|G|¢(t)) eine Erhaltungsgrofie ist?

b) Die Ergebnisse aus Teil (a) der Aufgabe lassen sich unmittelbar verallgemeinern:

2,

3
9G — Z a=g (Summenkonvention)

Hierbei deuten wir g, und G, als die Kartesische Vektorkomponenten. Beispiele moglicher
rdumlicher Symmetrietransformationen sind

—

Translationen : G — =Dy E g — 7 (Verschiebungsvektor)

> ’ﬁp

Rotationen: G S L=Fxp= EaBy TaDs Ew 7— (Drehvektor) .

A

Die Generatoren erfiillen die Vertauschungsrelationen [py, pg] = 0 und [La, Lg] = iheagy Ly -

— bitte wenden —



Zeigen Sie, daf} nicht alle Komponenten des Impules und des Bahndrehimpulses simultan
mefbar sind und verifizieren Sie die Identitét py = 55 €asy [Pas L]

c) Zeigen Sie, dal der Operator der kinetischen Energie Tkin = % mit allen Generatoren p,
und iv sowie mit dem Gesamtbahndrehimpuls L? vertauscht.

d) Der Hamilton-Operator enthalte ein lokales Potential V(2), d.h. fiir die Ortsdarstellung
von Vgilt: (7/|V(2)|7) = V(2) (F'|f) = V(2) 6(F — 7).
Finden Sie simtliche Erhaltungsgrofien und somit ” gute” Quantenzahlen zur Klassifikation
der Eigenwerte und Eigenzustédnde von H.

3. Potentialstufe:
Untersuchen Sie das Spektrum (Energiecigenwerte, Wellenfunktionen) der stationdren
Schrodinger-Gleichung (in Ortsdarstellung) bei Anwesenheit einer Potentialstufe V(z) =

Vo O(2).

a) Diskutieren Sie die Symmetrien des vorliegenden Problems sowie daraus resultierende gute
Quantenzahlen zur Klassifikation der Wellenfunktionen und der dazugehérigen Energieei-
genwerte.

b) Motivieren Sie aufgrund Ihrer Symmetrietiberlegungen geeignete Losungsansitze zur Kon-
struktion der Wellenfunktionen.



