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8. Ubung

1. Kugelpendel:

Ein Massenpunkt bewegt sich im homogenen Schwerefeld F = —myg €, in einer kugelférmigen
Schale. Wahlen Sie giinstige generalisierte Koordinaten fiir das Problem und stellen Sie die
Langrange-Funktion und die Euler-Lagrange-Gleichungen auf. Welche Erhaltungsgrofien gibt
es?

2. Zykloidenpendel:

Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion und die Bewegungsgleichungen fiir ein Zykloidenpen-
del mit Pendelléinge 4a. Die Parameterdarstellung der Bahn sei durch z = a (0 + sin ) und
z = —a (3 + cosf) gegeben. Zeigen Sie, dass das Zykloidenpendel isochron schwingt.

(Hinweis: Verwenden Sie hierfiir ¢ = sin £ als generalisierte Koordinate.)

3. Massenpunkt auf einer Zylinderoberfliche:

Ein Massenpunkt m bewegt sich auf der Mantelfliche eines Zylinders (Radius R, z-Achse
= Symmetrieachse) unter der gemeinsamen Einwirkung einer harmonischen Riickstellkraft
und der Schwerkraft, so dass F' = —kr — mg €.

a) Uberlegen Sie sich geeignete generalisierte Koordinaten und stellen Sie die Lagrange-
Funktion auf.
b) Leiten Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen her.

c¢) Gibt es zyklische Koordinaten und - falls ja - welchen ErhaltungsgroBen entsprechen die
dazugehorigen kanonischen Impulse?

d) Bestimmen Sie die Bewegung des Massenpunkts fiir die Anfangsbedingungen #(0) =
(R7070) und F(O) = (0>U0>U0)

4. Brachistochrone-Problem

In der (z,z)-Ebene seien die zwei Punkte A = (0,a) und B = (b,0) vorgegeben. Gesucht ist
die Kurve z = z(x), auf der ein anfinglich in A ruhender, reibungsfrei gleitender Massen-
punkt im Schwerefeld F, = —mg €, am schnellsten nach B kommt.

— bitte wenden —



das Langenelement der Bahnkurve bezeichnet.

b) Zeigen Sie, dass die zu diesem Variationsproblem gehorige Euler-Lagrange Gleichung fiir
die Kurve z = 2(z) auf (a — 2)(1 + 2’?) = const. fiihrt und durch eine Zykloide mit
der Parameterdarstellung z(0) = (0 — sinf) und 2(0) = a — (1 — cos @) erfiillt wird.

Bestimmen Sie die Integrationskonstanten «, 3 so, dass Anfangs- und Endpunkt (0, a) und
(b,0) auf der Bahn liegen.

c) Skizzieren Sie die Bahn fiir die drei Fille 2b < mwa, 2b = ma und 2b > 7a und berechnen
Sie die Gleitzeit T fiir den Fall 2b = ma.



