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9. Ubung

1. Teilchen auf Schraubenlinie im homogenen Schwerefeld:

Ein Teilchen bewegt sich unter dem EinfluB der Schwerkraft F = —mg €, entlang einer
Schraubenlinie mit Ganghdhe h auf der Zylindermantelfliiche f(z,y) = 22 + y* — R = 0.
Wiéhlen Sie Zylinderkoordinaten zur Beschreibung des Bewegungsproblems.

a) Wie lauten die Zwangsbedingungen in diesen Koordinaten?
b)
)
)

c
d) Berechnen Sie die kanonischen Impulse und diskutieren Sie Erhaltungsgréfien.

Stellen Sie die Lagrange-Funktion auf und leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen her.

Geben Sie die allgemeinen Losungen fiir ¢(¢) und z(¢) an.

2. Molekiilschwingungen und Normalkoordinaten:

Die Atome (Massen m — M — m) eines linearen Molekiils konnen Schwingungen ldngs der
Molekiilachse ausfithren (eindimensionales Problem). Nehmen Sie dabei an, dass das atomare
Wechselwirkungspotential in harmonischer Ndherung durch Federn mit gleicher Federkon-
stanten k£ modelliert werden kann.

Betrachten Sie kleine Auslenkungen 7; der Atome aus ihren Ruhelagen und stellen Sie die
Bewegungsgleichungen auf. Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen des
Molekiils.

3. Auffinden allgemeiner Erhaltungsgrof3en:
Das zu der Lagrange-Funktion L (g(t), q(1), t) gehorige Wirkungsfunktional

t2

S[cz]z/dtL(g,g}t) mit - g(t) ={g(t),k=1,....f}, () ={¢@),k=1,.... [}

t1

soll auf Invarianzen unter Transformationen der generalisierten Koordinaten g und des Zeit-
parameters t der Gestalt

'(t),t) =qteyx,

t — t=t+er(q(t),q(t),t) =t+er. (1)
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hin untersucht werden. Hierbei soll 0 < & < 1 gelten, sodass fiir ¢ = 0 die identische Transfor-
mation resultiert. Unter den Transformationen (1) soll die Lagrange- Funktion L(q(t), ¢(t), 1)

nach L (¢(t),7 (), ) iibergehen (¢ = dg/dt).

— bitte wenden —



a) Zeigen Sie zunéchst die Identitéten:

d_g — 1_|_ d_T
a T
dt dr
dqy, dqy dxr kodT 9
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b) Zeigen Sie, dass die Invarianzbedingung S[g] = S|q| auf

{%KZDL(M“”E_OZOZ%{ S—LXH( Za—L ) } & Fla.d)

fithrt, d.h. die Grole F = F (g, q, t) eine Erhaltungsgrofie ist.

or
c) Verifizieren Sie die Identitdt (Euler-Theorem) Z Dar qr = 27T fiir die kinetische Energie

k
1
T = 3 Z aij(q) ¢iq;- Zeigen Sie, dass fiir konservative Systeme mit L = L(q,q) die
ij
Energie durch F Z oL . L gegeben ist
nergie dur = — G — n ist.
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