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9. Ubung

1. Zeitmittel - statistisches Mittel:

a) Betrachten Sie einen klassischen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Kreisfre-
quenz w und Energie E.
Berechnen Sie durch Zeitmittelung die Wahrscheinlichkeitsdichte
T

wi(x) = lim %/5@(75) — x)dt
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im Ortsraum, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Oszillator wihrend seiner
Bewegung im Intervall [z, x 4+ dx] anzutreffen ist. Hiangt diese Wahrscheinlichkeitsdichte
von den Anfangsbedingungen ab?

b) Betrachten Sie nun ein Ensemble solcher Oszillatoren, in dem alle Phasenraumpunkte (x, p)
mit H(z,p) = F mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen werden (mikrokanonisches
Ensemble), wobei H die Hamiltonfunktion eines solchen Oszillators ist. Berechnen Sie
durch Mittelung tiber dieses Ensemble die Wahrscheinlichkeitsdichte wy(z) im Ortsraum,
die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich einer der Oszillatoren des Ensembles im
Intervall [z, z + dz| aufhélt.

c) Uberlegen Sie sich, unter welchen Bedingungen sich die in der eindimensionalen Rechnung
gefundene Ubereinstimmung von w1 (z) und ws(z) auch bei einer analogen Rechnung fiir
zweidimensionale harmonische Oszillatoren mit Grundfrequenzen w; und ws ergeben wiirde
(ohne die Rechnung auszufiihren).

2. Zustandsdichte eines klassischen Systems:

Betrachten Sie ein System aus N ungekoppelten, klassischen harmonischen Oszillatoren
(f = DN = Zahl der Freiheitsgrade, D = Ortraumdimension):

N D P2 f 2 mj2 f
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Berechnen Sie aus der Anzahl der Zustiinde X (E, N) = ¥/(E) innerhalb der Energieschale
[E, E + AE] bzw. die Zustandsdichte X3 (E, N) = Zé(E) des Systems in Abhéngigkeit von
der Energie E, der Anzahl N und der Dimension D des Ortsraums:

f

SP(B,N) = /qug/Hdp; [E — H(q,p)] - (2)

Berechnen Sie auch die Zustandsdichte fiir identische Oszillatoren (m, = m, w,; = w;).

(Hinweis: Oberflache einer n-dimensionalen Kugel: S,,_1(R) = de(%R) = 1%?—;) R 1)
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3. Mlischungsentropie:

Betrachten Sie eine Mischung aus 2 idealen, monoatomaren Gasen mit Atommassen my, ms
und Teilchenzahlen Ny, Ny im Volumen V. Die Hamilton-Funktion des Systems lautet:
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a) Berechnen Sie die Anzahl der Zusténde (Zustandssumme)

3N1 3N2 3N1 3N2

21,2(E7V7N1,N2) :/quli/quzi/Hdpu/Hdpgié[E—H(q,p)]
i=1 i=1 i=1 i=1

und verifizieren Sie das Resultat:
VN1+N2 3Ny

3N
Y12(E,V, Ny, Np) = (2m1E)Tl (2mo )2 S3(N1+N2)—1 (4)

b) Fithren Sie Konzentrationen ¢, = % ein und zeigen Sie, daf sich das Resultat (4)
auffassen 1aBt als die Zustandssumme von N; + Ny Teilchen im Volumen V' mit kon-
zentrationsabhéngiger effektiver Atommasse m* = m{* m3’, d.h. Xi5(E,V, N, Ny) =
SE,V,Ny + Ns).

. kombinatorischer

c¢) Gehen Sie nun von dem bekannten Zusammenhang ¥ (E) = ( Faktor ) Y(E)
zwischen Zustandsdichte und Zustandssumme aus und berechnen Sie die zu X o(E, V, Ny, Na)
und X*(E,V, Ny + N») gehorigen Zustandsdichten.

Berechnen Sie fiir Ny, N > 1 die Mischungsentropie

ASu(E,V, Ny, Ny) = S12(E,V, Ny, Ny) — S*(E,V, Ny + N).

Leiten Sie die Mischungsentropie als Funktion der Konzentrationen her:
ASM(E, ‘/, Nl, Ng) = —<N1 + NQ)/{ZB (Cl ln(cl) + Co 111(02))

d) Diskutieren Sie die Mischungsentropie pro Teilchen Asy(x) = ASu(z)/(Ny + Ns) als
Funktion von z = ¢; € [0, 1].

4. Maxwellverteilung:

Betrachten Sie ein Vielteilchensystem mit einer Hamiltonfunktion

52
H(q17QQ7-'-ap1ap2a"'> = Z Im +V(Q1,QQ,...)

bei einer Temperatur 7.

a) Leiten Sie die Impulsverteilung p(p) eines herausgegriffenen Teilchens aus dem klassischen
kanonischen Ensemble her (Mazwellverteilung).

b) Bestimmen Sie daraus die Verteilung p(v) des Geschwindigkeitsbetrags v = % und die

Verteilung p(e) der kinetischen Energie ¢ = % des Teilchens. Wie grof3 ist der wahr-
scheinlichste Geschwindigkeitsbetrag v und die wahrscheinlichste kinetische Energie & 7
Gilt & = $mv® ?



