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8. Ubung

1. Spins im Magnetfeld:

Gegeben sei ein isoliertes System von N nichtwechselwirkenden, unabhéngigen Spins in einem
konstanten externen Magnetfeld. Die Energie eines einzelnen Spins T (bzw. |) sei ey = %

(bzw. e) = —%).

a) Wie grof} sind bei vorgegebener Gesamtenergie E die Wahrscheinlichkeiten f; bzw. f| fiir
einen einzelnen Spin T bzw. |7

Bestimmen Sie die Anzahl Q(F) der moglichen Zustéande mit Gesamtenergie £ innerhalb
des Energieintervalls [F — 0 E, E].

b) Berechnen Sie die Entropie S(F) des Systems. Wie lautet die Entropie als Funktion der

Variablen Eﬁo mit Fy = Neg?

¢) Im Rahmen der statistischen Deutung der Thermodynamik wird die Temperatur 7" eines

1 0S(E
(abgeschlossenen) Systems im thermodynamischen Gleichgewicht iiber T = % defi-
niert.
Zeigen Sie, daf} gilt: % = e~/k5T_ Wie lauten folglich fi und f| in Abhéngigkeit von 17
!

d) Fiir ein System von Spin—%—Teilchen im Magnetfeld B ist ¢y = gup B gegeben (g gyro-
magnetischer Faktor, up Bohr’sches Magneton). Berechnen Sie die Magnetisierung (totale

magnetische Moment) M des Systems. Was resultiert im Grenzfall B < ’;ﬁ—g?

2. Maxwell-Boltzmann-Verteilung und mikrokanonische Gesamtheit:

Gegeben sei ein isoliertes, klassisches System bestehend aus N unterscheidbaren nichtwechsel-
wirkenden Teilchen (N > 1) in einer rdumlichen Dimension endlicher Ausdehnung. Bei
festem Wert der Gesamtenergie
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werden die moglichen Mikrozustdnde durch Koordinaten {p;, j = 1,2,..., N} im Impuls-
raum sowie durch entsprechende Koordinaten {z;, j = 1,2,..., N} im Ortsraum charakte-
risiert. Fiir eine feste Energie £ = R? wird die Zeitevolution des N-Teilchensystems durch
eine Trajektorie 52 auf der Oberfliche einer N-Sphire SV im Impulsraum beschrieben. Die

N
Oberfliche Sy ist durch den Radius R = V'E bestimmt: Sy(R) = 25~ RNV-1,

L(3)

— bitte wenden —



Unter Bezugnahme auf die Ergodenhypothese nehmen wir an, dafl jeder Mikrozustand (Punkt
52 € SV) des isolierten N-Teilchensystems — behandelt als mikrokanonisches Ensemble —
gleichwahrscheinlich ist. Die Wahrscheinlichkeit f(p;)dp; dafiir, das i-te Teilchen mit der
(Impuls-)Koordinate p; im Intervall [p;, p; + dp;] zu ﬁnden ist proportional zu der Schnitt-
fliche durch die N-Sphére, als Menge aller Punkte p mit Impulskomponente p;.

a) Zeigen Sie, dafl die normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung f(p;) durch die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung gegeben ist:
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¢ = F//N ist die mittlere Energie pro Teilchen.

[

Hinweise:

e Besitzt das i-te Teilchen die Impulskoordinate p;, so teilen sich die iibrigen (N — 1)
Teilchen die Energie ' = R"* = R* — p?.

e Die Menge aller Mikrozusténde des (N — 1)-Teilchensystems liegt auf der Oberflache der
(N — 1)-Sphiére charakterisiert durch Sy_1(R/).

e Bezugnehmend auf die hypersphérischen Koordinaten ldsst sich die (Kartesische) Ko-
ordinate p; € [—R, R] als ein weiterer (Polar-)Winkel 6 beschreiben, der definiert ist
tiber:

R? cos? 0 = R* — mit 96[—%,%].
e Zeigen Sie, daf} gilt:

2

Sx(R) = / 0 RSy 1(R cosh). (3)
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Um dies zu zeigen, verwenden Sie moglicherweise die Substitution £ = sinf = p’ , um das
1

Integral / dé (1— 52)%_1 auf die berithmte Euler’sche Beta-Funktion zuriickzufiihren:
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o Identifizieren Sie mittels Gl. (3) und (2) zunéchst die normierte Verteilung
o) = D0 B i oy = )
i) = — —_ — 2 mai _ ——
NP = T R N UE (A

und iiberfithren Sie diese im Grenzfall N — oo in die Maxwell-Verteilung (2).

b) Berechnen Sie die Entropie S = —Nkg / dp f(p) In(f(p)) sowie die Temperatur 7" um

letztlich die iibliche Form fiir die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung (in einer Di-
mension) zu erhalten:
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(Literaturhinweis: R. Lépez-Ruiz, X. Calbet, American Journal of Physics, 75 (8), 752
(2007))



