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12. Ubung

1. Klassisches zweiatomiges ideales Gas:

Die Hamiltonfunktion (Einteilchenenergie) eines einzelnen Molekiils eines zweiatomigen idea-
len Gases sei gegeben durch
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Entsprechend den Freiheitsgraden jedes einzelnen Molekiils gibt es neben der Schwerpunkts-
bewegung (Translation) auch einen Vibrations- und einen Rotationsanteil zur Hamiltonfunk-
tion. Die Schwingungen des Relativabstands um die Gleichgewichtslage werden durch einen
harmonischen Oszillator (Frequenz w = ¢, Winkelvariable ¢ € [0, 27], Wirkungsvariable
J € [0, 00)) modelliert. Die Rotationen des Molekiils werden als die eines starren Rotators mit
konstanten Tragheitsmomenten I; = Iy, I3 beschrieben. Die Euler-Winkel (generalisierte Ko-
ordinaten ¢ — (¢ = 0,¢* = ¢,¢*> = 1)) haben die Wertebereiche 6 € [0, 7], ¢ € [0,27],¢ €
[0, 27]. Thnen zugeordnet sind die kanonischen Impulse p'— (p1 = py, p2 = Py, P = py) mit
jeweiligem Wertebereich (—o0, 00).

Betrachten Sie ein kanonisches Ensemble aus N Molekiilen in einem Volumen V.

a) Berechnen Sie die kanonische Einteilchenzustandssumme
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Ubernehmen oder verifizieren Sie die Resultate fiir die Faktoren 2t und zVib.

Auf welche Besonderheit ist betreffend des Rotationsanteils 2™° bei einem zweiatomigen
Molekiil mit gleichen Atomen zu achten?

b) Berechnen Sie die freie Energie F(T,V, N), die Entropie S(T,V, N) und die innere Energie
U(T,V,N) des Gases.

2. Quantenmechanische Variante zur 1. Aufgabe:

Behandeln Sie nun die Vibrationsfreiheitsgrade und die Rotationsfreiheitsgrade (fiir einen
symmetrischen starren Rotator mit [y = I, = I3 = [ ) eines Molekiils quantenmechanisch.
Der Einteilchenhamiltonoperator h sei gegeben durch
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mit Einteilchenenergien ¢35, , . = éﬁTZ + hw(n + 3) + %6(6 + 1) und Einteilchenzusténden

|P,n,0,m) = |ﬁ)|n)|A€, m). Letztere sind Produktzustéinde aus den Eigenzustdnden der je-
weiligen Anteile von h.

— bitte wenden —



a) Betrachten Sie nun lediglich die Rotationsfreiheitsgrade und berechnen Sie die Einteilchen-
zustandssumme 2°(7).

Verwenden Sie die Euler-MacLaurin-Formel in der speziellen Form:
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Diskutieren Sie das Hoch- und Tieftemperaturverhalten von 2™ als Funktion von T'/T"°"
(wobei T™" = QIFL;B).

3. Debye-Modell und Einstein-Modell der Gitterschwingungen:

Die Einteilchenenergien quantisierter Gitterschwingungen (Gitterphononen)
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sind durch einen Wellenzahlvektor & (Impuls p' = hl:;) und die 3 Polarisationsrichtungen
A charakterisiert. Der Index « steht fiir ”akustischer” bzw. ”optischer” Zweig der Dispe-
rionsrelation w(® (k), deren konkrete k-Abhingigkeit modellabhingig ist. Fiir ein endli-
ches Gitter (Kristall) bestehend aus N > 1 Gitterpunkten (Ionen) ist die Anzahl der
Normalschwingungsmoden(-frequenzen) durch das Normierungsintegral der Modendichte (Fre-
quenzspektrum) g(w) gegeben:

3N:/dwg(w) (B3N — 6~ 3N).
0

a) Gehen Sie von dem Integralausdruck N = [ dw gp(w)n(w) fiir die mittlere Phononenzahl
aus und untersuchen Sie das Hoch- und Tieftemperaturverhalten, d.h. T' < Tp bzw. T' >
Tp (Debye-Temperatur T, = h;:—;) Das Debye-Modell rechnet mit dem Frequenzspektrum

gp(w) = 9];/%,2 O(wp — w).

b) Das Einstein-Modell legt unabhéingige Normalschwingungen der Gitterpunkte mit jeweils
gleicher Frequenz wg, also das Frequenzspektrum gp(w) = A§(w — wg) zugrunde, wobei
ist A durch die Anzahl der Atome pro Gitterplatz bestimmt ist. Bei geeigneter Wahl der
Frequenz wp = 2wp liefert es eine Naherung fiir den Beitrag der optischen Phononen.

Fiir ein Kochsalzkristall (mit je N Na- und Cl-Atomen) sollen die Beitrége der akustischen
Phononen durch ein Debye-Spektrum und den der optischen Phononen durch ein Einstein-
Spektrum angenahert werden: g(w) = gp(w) + Ad(w — 2wp). (Machen Sie sich ein Bild
von der Dispersionsrelation.)

Berechnen Sie die spezifische Wirme Cy = C3" 4+ CfP* und untersuchen Sie das Verhalten
der spezifischen Wirme fiir Temperaturen 7' << Tp bzw. T > Tp.



