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1. Ubung
1. Lorentz-Transformationen:
. . . oz . .
Die Transformationskoeffizienten LV, = —, mit denen die Weltkomponenten = eines
x

Weltereignisses = beziiglich des Inertialsystems I in die entsprechenden Komponenten x*
beziiglich Inertialsystems I’, das sich mit der Geschindigkeit ¢’ relativ zu I bewegt, geméf
o' = Ltz (Einsteinsche Summenkonvention!) umgerechnet werden, lauten explizit:
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a) Wie schreiben sich dann die Koeffizienten L~ = G g™’ L5, wenn Sie das Heben und

Senken von Indizes durch Uberschieben mit den metrischen Koeffizienten ((g,,) = (¢"*) =
diag(1,—1,—1,—1)) vornehmen?

b) Zeigen Sie die Eigenschaften der Lorentz-Transformationen
LMLV gg™ =g", L*, L, =0.
(Hinweis: Betrachten Sie separat die Félle y =v =0 bzw. p =v = k.)

c¢) Notieren Sie explizit die Transformationsgleichungen 2 = L*_ x fiir die Weltkoordinaten
fir den Fall einer Relativbewegung in 2! = 2-Richtung.

2. Relativistische Dynamik:

Ein Punktteilchen mit Ruhemasse my bewege sich in der Minkowski-Raumzeit unter dem

Einflufl einer externen Viererkraft K entlang einer Weltlinie z(7) mit der Vierergeschin-

digkeit u(t) = “z(r). Das Eigenzeitintervall dr ist iiber das invariante Linienelement

ds* = g,, dz*dz” definiert. Beziiglich eines Inertialsystems habe das Teilchen die Weltkoor-

dinaten z#(7) = (z°(7) = ct(7), (7)) sowie die Vierergeschwindigkeit u*(7) = %T(T). Der

Viererimpuls ist gemafl p(7) = mou(7) definiert und besitzt die Komponentendarstellung
Die Lorentz-kovariante Grundgleichung der Punktmechanik lautet:

d d d -

(1) = K¥(z(7), u(7)) EPO(T) = K°(xz(7)), i) = K(z(7)) . (1)

Hierbei sind die Komponenten der Minkowski-Kraft K* Funktionen der Teilchenkoordinaten
(z*) und -geschwindigkeiten (u*).

a) Zeigen Sie, daf} die Vierergeschwindigkeit u* immer orthogonal zur Viererbeschleunigung

W) st, dh. w, 200 = 0 gilt,

(Hinweis: a - b = ga'b” = a,b” = a"b, = a®° + g;;a'tV = a°b° — a’b; = a"° — @ - b).

— bitte wenden —



b) Zeigen Sie, daf immer gilt: K*u,, = 0. Welche Dispersionsrelation (Energie-Impulsrelation)
E = E(p) ergibt sich fiir Teilchen mit Ruhemasse mg?

c¢) Vollziehen Sie ausgehend von dem Dreiervektoranteil der Bewegungsglelchung (1) den
Ubergang zur ”Newtonschen Form” der Bewegungsgleichung my Cclth = moyT = F indem
Sie Ableitungen nach der Eigenzeit 7 durch Ableltungen nach der Koordinatenzeit t aus-

driicken (Kettenregel: &£ = %4 — y(y)d = (1 - 4 )_ljt)

Leiten Sie zunéachst die exakte Form

di -
d_p =myy? A-U=K mit der Dyade A= <1 + 72 vov) her .
-
Bestimmen Sie eine geeignete inverse Dyade A™! = al + bv o ¥ und lésen Sie obige

Gleichung nach der ”Newtonschen Beschleunigung” & bzw. v auf.

Welcher Ausdruck resultiert somit fiir den Dreiervektor Fin Abhéngigkeit von dem Drei-
ervektoranteil K der Minkowski-Kraft?

3. Relativistische Wirkung:

Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir die Weltlinie z(7) (Komponenten z*(7)) eines punktformi-
gen, geladenen Teilchens (Ruhemasse my > 0, Ladung ¢) in externen elektromagnetischen
Feldern resultieren aus dem Lorentz-invarianten Wirkungprinzip

0S[z] = 6/d7 L(z,u) =0, wobei dz(m)=7dz(r)=0 gilt.

T1

Elektromagnetische Felder werden durch den Vierervektor A, (x) (elektromagnetische Poten-
tiale) beschrieben, die an den Ladungsstrom J* = qu® des Teilchens ”"minimal” ankoppeln.

a) Begriinden Sie, warum die Lagrange-Funktion
L(z,u) = Lo(uw) + Lins(z, u) = —moc /u®(T)ua (T Ju(7) (2)
ein denkbar einfachster Kandidat darstellt.

b) Leiten Sie die entsprechenden Euler-Lagrange Gleichungen her. Was ergibt sich fiir die
Minkowski-Kraft K*?

¢) Uberpriifen Sie, ob die Bedingung K*u,, = 0 erfiillt wird.
d) Leiten Sie die Hamilton-Funktion H = p#u,, — L her.



