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4. Ubung

. Elektrisches Feld einer Ladungsverteilung und Gauf3scher Integralsatz:
Die Grundgleichung der Elektrostatik V - E(r) = 47p(7) lautet in der integralen Form:
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el. Flufl durch Oberfliche 0V Ladung Qv innerhalb von V'

Es soll das elektrische Feld einer homogen geladenen Kugel (Radius R) mit der Raumla-
dungsdichte p(r) = po ©(R — r) mit py = const. berechnet werden.

a) Warum ist das elektrische Feld E(F) sphirisch symmetrisch, d.h., E(7) = E(r)é, mit
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b) Mathematische Ergdnzungen:

i. Leiten Sie den Nabla-Operator V in Kugelkoordinaten her.
ii. Formulieren Sie anschlieBend die Divergenz des Vektorfeldes V - E(7) in Kugelkoordina-
ten.

iii. Wie lauten die Komponenten df; des Oberflichenelements d. [ =df, e +dfyey + df, e,
in Kugelkoordinaten?

c¢) Berechnen Sie mit Hilfe des Gaufischen Satzes die radiale Feldkomponente E,(r) fiir die
angegebene Ladungsverteilung p(r).

. Die Diracsche /-Funktion:
Eine Darstellung (Funktionenschar) 6,(z),n > 0 der Diracschen -Funktion (Distribution)
in einer Raumdimension ist charakterisiert durch die Eigenschaften:
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Unter Beachtung der Reihenfolge von Integration und Limesbildung schreiben wir in Kurz-
form §(x) = lim,_, J,(x) . Gegeben sei ferner die Menge aller beliebig oft differenzierbarer
und fiir |z| — oo beschrénkter (Test-)Funktionen f(x).
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a) Zeigen Sie, daf} die Funktionen (7 reell) §,(z) =

Darstellungen der J-Funktion sind.
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b) Zeigen Sie mittels einer konkreten Darstellung §,(x) folgende Eigenschaften der ¢-Funktion:

[e.o]

[ a6 @ 1@ = 000, n=012.s (V) = 1 f@)
dg(x)] = Z % , x; = einfache Nullstellen von g(z),
5(z?—a?) = ﬁ (2 — a) + 6(z + a)] -

¢) Beziiglich Kartesischer Koordinaten ist die dreidimensionale é-Funktion durch 6(7—7") =
d(z—2")0(y—y')0(z—2") mit [ d*r §(F—7") = 1 definiert. Geben Sie die §-Funktion in Ku-
gelkoordinaten an. Wie transformiert sich das Volumenelement dV = d®r von Kartesischen
auf Kugelkoordinaten?

3. Eindeutigkeit der Losungen von Randwertproblemen
Zeigen Sie, dass die Losung der Poisson-Gleichung in einem Volumen V',

AD(r) = —4mp(r) firreV

fiir Dirichletsche Randbedingungen ®(7) = a(7) mit 77 € 0V (0V bezeichnet den Rand von
V') eindeutig ist und fiir Neumannsche Randbedingungen 7 - V®(r) = b() mit ¥ € V bis
auf eine additive Konstante festgelegt ist.

Hinweis: Betrachten Sie fiir zwei Losungen ®; und ®, des Problems die Funktion u = ¢, — &.
Beweisen Sie zunéchst mittels der 1. Greenschen Identitét die Beziehung [, (Vu(7))? d*7 = 0
und folgern Sie daraus die Eindeutigkeit.

4. Greensche Funktion der Poisson-Gleichung:
Es soll jeweils die Greensche Funktion der Poisson-Gleichung in einer und zwei Dimensionen
durch Losen der entsprechenden Differentialgleichungen bestimmt werden.

a) Dimension d = 1: Zeigen Sie zunéchst, dass in einer Dimension die Delta-Funktion die

Darstellung
1d _ +1 x>0
o(z) = 555@(95) mit  sgn(z) = { -1 x<0

hat. Bestimmen Sie damit durch Losen der Differentialgleichung
d2
@G(x,x') =0z —2)
die Greensche Funktion G(x,z’) fiir die Poisson-Gleichung in einer Dimension.
b) Dimension d = 2: Bestimmen Sie die Greensche Funktion G(7,7”) in zwei Dimensionen
durch Losen der Differentialgleichung

A-G(F 7Y = 6(F — ') .

Gehen Sie dabei vom Ansatz G(7,7") = G(|7" — 7’|) aus, der durch die Translations- und
Rotationsinvarianz des Laplace-Operators nahegelegt wird. Der Laplace-Operator in zwei
Dimensionen lautet in Polarkoordinaten (p, ¢)
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Hinweis: Konkretisieren Sie fiir dieses zweidimensionale Problem den Gauf3schen Satz.



