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3. Ubung

1. Transformationsgesetz fiir ein Vierergradientenfeld:

Ein Lorentz-Skalarfeld ¢ = ¢(z) besitzt beziiglich aller Inertialsysteme dieselben Werte
(Lorentz-Invarianz). Die Abhéngigkeit vom Raumzeitpunkt (Weltereignis) z ist so zu verste-
hen, dal die Koordinaten z* des Raumzeitpunkts jeweils von der Wahl des zugrundegelegten
Inertialsystems abhéngen.

a) Zeigen Sie ausgehend von den Transformationsgleichungen z/* = z/*(z*) = L' x*, da8
sich die Koordinatenintervalle dx* wie kontravariante Komponenten eines Vierervektors
(Lorentz-Tensor 1. Stufe) transformieren.

b) Das totale Differential d¢(x) eines Lorentz-Skalarfeldes ist iber den Vergleich seiner Werte
an infinitesimal benachbarten Raumzeitpunkten definiert (bis Terme O(dz*)?): do(z) =
oz +dx) — ¢(x) = 63:% dz®. Zeigen Sie, daB sich der Vierergradient %; = 0,¢ wie kovari-
ante Komponenten eines Vierervektors transformieren. Wie lautet die Argumentation mit
Hilfe des Quotiententheorems?

2. Kovariante Form der Maxwell-Gleichungen:

Die Maxwell-Gleichungen lauten in manifest Lorentz-kovarianter Form:

1
OuF™ =X, OuF"™ =0, mit F = el Fyy (1)

Hierbei bezeichnen F*#¥ die (kontravarianten) Komponenten des zu F** dualen Feldstérke-
tensors, j* die felderzeugenden Ladungsstromdichten (Quellen), A eine vom verwendeten
MaBsystem abhiingige Konstante und ¢#** das total antisymmetrische Levi-Civita Symbol:

+1 : zyklische Vertauschung (0,1,2,3)
= ¢ —1: antizyklische Vertauschung (0,1,2,3)
0 : falls zwei Indizes gleich

gyuko

a) Zeigen Sie, daf} die inhomogenen Maxwell-Gleichungen 0,F* = Aj¥ mit der Ladungs-
erhaltung kompatibel sind. Welche Maxwell-Gleichungen werden durch 0,F" = \j¥ be-
schrieben?

b) Zeigen Sie z.B. die Eigenschaften AT — —€wxe Mmittels Heben + Senken von Lorentz-
Indizes. Begriinden Sie ferner den Zusammenhang mit dem Levi-Civita Symbol in 3 (rdum-
lichen) Dimensionen: g%%* = giik,

¢) Bestimmen Sie die Komponenten F*% und F*% des dualen Feldstérketensors.

Auf welche Maxwell-Gleichungen fiihrt die Tensorgleichung 0, F™*#* = 07

— bitte wenden —



3. Transformationsgesetz fiir elektromagnetische Felder:

Der elektromagnetische Feldstirketensor F* enthilt die Komponenten E¥ und B* der elek-

tromagnetischen Felder und transformiert sich als Lorentz-Tensor 2. Stufe gemif
P = LE LY, Feb,

a) Leiten Sie unter Zuhilfenahme der expliziten Form der Lorentz-Transformationen L*  (sie-
he 1. Ubung, 1. Aufgabe) sowie unter Beriicksichtigung der Lorentz-Invarianz des Levi-
Civita Symbols die Ausdriicke fiir die Komponenten E’* des elektrischen und B* des
magnetischen Feldes beziiglich eines Inertialsystems I’ her, welches sich mit einer Rela-
tivgeschwindigkeit ¢ gegeniiber dem (als ruhend aufgefafiten) Inertialssystem I bewegt.
Nehmen Sie der Einfachheit halber an, im Inertialsystem I ldge nur ein elektrisches Feld
E vor (d.h. B = 0).

b) Beziiglich des Inertialsystems I gilt offensichtlich E - B = 0. Was 18t sich somit iiber das
Skalarprodukt der Dreiervektoren E' - B beziiglich I’ aussagen?

¢) Wie verhalten sich die Dreiervektoren E'. B’ und # im Grenzfall hoher Geschwindigkeiten?

4. Differentialoperatoren:

a) Gegeben seien die beliebigen Skalarfelder ®, W und das Vektorfeld A. Formen Sie unter
Beachtung der Leibniz-Produktregel folgende Ausdriicke um:

— — -,

V(@U), V-(PA), V x(DA).
b) Berechnen Sie die elektrischen Felder E(7) = —V¢(7) fiir die elektrischen Potentiale
&(T) = q/r mit g = konst. und ¢(7) = d - 7/r® mit d = konst (Skizze fiir E-Felder!).

c¢) Betrachten Sie das Geschwindigkeitsfeld ¥(7) = & x 7 mit konstantem Drehvektor & und
das Kraftfeld F/(r) = k |F1i3 fiir 7" # 0. Welches der Felder besitzt Quellen und/oder Wirbel?



