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P l a n c k s  Gesetz und Lichtquantenhypothese. 
Von Bose (Dacca-University, Indi2~). 

(Eingegangen am 2. Juli 1924.) 

Der Phasenraum eines Lichtquants in bezng auf ein gegebenes Volumen wird in 
,Zellen" yon der GrSfle h s aufgeteilt. Die Zahl der mSglichen Verteilungen der 
Lichtquanten einer makroskopisch definierten Strahlung unter diese Zellen liefert 
die Entropie und damit alle thermodynamisehen Eigenschaften der Strahlung. 

P l a n e k s  Formel ffir die Verteilung der Energie in der Strahlung 

des schwarzen KSrpers bildet den Ausga~gspunkt ffir die Quantentheorie, 
welche in den letzten 20 Jahren entwickelt worden ist und in allen 

Gebieten der Physik reiche Frfiehte getragen hat. Seit der Publikation 

ira Jahre 1901 sind vide Arten der Ableitung dieses Gesetzes vor- 
gesehlagen worden. Es ist anerkannt, dal~ die fundamentalen u 

setzungen der Quantentheorie unvereinbar sind mit den Gesetzen der 
klassischen Elektrodynamik. Alle bisherigen Ableitungen machen Ge- 

braueh yon der Relation 
8 ~ v ~ d v  

~,.dv ~ ca E,  

d. h. yon der Relation zwlschen der StraMnngsdi'chte und der mittieren 
Energie eines Oszillators, und Sic machen Annahmen fiber die Zahl der 

Freiheitsgrade des ~thers~ wie sie in obige Gleichung eingeht (erster 
Faktor der rechten Seite). Dieser Faktor konnte jedoch nut aus der 

klassischen Theorie hergeleltet werden. Dies ist der unbefriedigende 
Punkt in allen Ableitungen, und es kann nicht wandernehmen, dal] immer 

wieder Anstrengungen gemacht werden, eine Ableitung zu geben, die 

yon diesem logischen Fehler frei ist. 
Eine bemerkenswert elegante Ableitung ist yon E i n s t e i n  angegeben 

worden. Dieser hat den logischen Mangel aller bisherigen Ableitungen 
erkannt und versucht, die Formel unabhi~ngig yon der k]assischen Theorie 
zu deduzieren. Von sehr einlachen Annahmen fiber den Energieaustausch 
zwisehen Molekiilen und Strahlungsield ausgehend, finder er die Relation 

e kr  - - 1  

Indessen mul] er, um diese Formel mit der P lanekschen  in ~berein- 
stimmung zu bringen, yon W i e ns u und B o h r s Korre- 
spondenzprinzlp Gebrauch machen. W i e n s  Gesetz ist au~ die klassisehe 
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Theorie gegriindet, and das Korrespondenzprinzip nimmt an, dab die 
Quuntentheorie mit der klassischen Theorie in gewissen Grenz~allen 

iiberelnstimme. 
In allen ~ ] ] e n  scheinen mir die Ableitungen nicht gen~gend logiseh 

gereehffertigt: Dagegen scheint mir die Lichtquantenhypothese in Ver- 
bindung mit der statistisehen ]~echanik (wie sie dureh P l u n e k  den 
Bediirfnissen der Quantentheorie angepal]t worden ist) far die Ableitung 
des Gesetzes unubh~ngig yon der ktassischen Theorie hinreiehend zu sein. 
Im folgenden will i eh  die Methode kurz skizzieren. 

Die Struhlung sei in das Volumen V eingesehlossen und ihre Ge- 
samtenergle E sei gegeben. Es seien verschiedene Sorten yon Quanten 
yon der jeweiligen Anzah] hr8 und Energie bus vorhanden (s ~ 0 bis 
s ~ r Die Totalenergie E ist dann 

= = ( 1 )  E 
8 

Die Ltisung des Problems verlangt dann die Bestimmmlg der Ns, welche 
~ best'lmmen. Wenn wir die Wuhrscheinliehkeit ~tir ]ede dutch be- 
llebige iV s ehara,kterisierte u angeben k~nnen, dann wird die 
LSsung dutch die Bedingung bestimmt, duff diese Wahrscheinlichkeit bei 
Wahrung der NebenbeSingung (I) ein Maximum sein soft. Diese Wahr- 
scheinliehkeit wol]en wir nun uufsuehen. 

Dus Quantum hat ein Moment vom Betrage h v---Z in tier Richtung 
C 

seiner Fortbewegung. Der Momentanzustund des Quantums wird cha- 
rakterisiert dureh seine Koordinuten x~ y, z und die zugehSrigen Momente 
Px Pu t)z; diese seehs GrOlien kOnnen als Punktkoordinuten in einem sechs- 
dimensiona.len Raum uufgefalat werden, wobei wir die Beziehnng haben 

k ~ v 2 

vermSge welcher der genannte Punkt au[ einer durch die Frequenz des 
Quunts bestimmten Zylinderflfic.he zu bleiben gezwungen ist. Zum 
Frequenzbereich dvs geh~rt in diesem Sinne der Phusenraum 

d x d y d z d p . ~ d i p ~ l d ] )  ~ ~ V . 4 =  - - -  - -  4 =  V d v .  
c 

Wenn wir das gesamte Phasenvolumen in Ze]len yon der (]rSl~e h 3 ein- 

teilen, gehtiren zum Frequenzbereieh d v also 4 ~  V ~ - d v  Zellen. In 

bezug auf die Art dieser Einteilung kann niehts Bestimmtes gesagt werden. 

13" 
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Indessen mu~ die Gesamtzahl der Zellen als die Zahl der mSglichen Ano 
ordnungen eines Quants in dem gegebenen Votumen angesehen werden. 
Um der Tatsache der Polarisation Rechnung zu tragen, erscheint es da- 
gegen geboten, diese ZaM noch mit 2 zu multiplizieren, so dai~ wir [iir 

V v~dv die Zatd der zu dv  gehSrigen Zellen 8 ~ ~ erhalten, 

Nun ist es einfach, die thermodynamische Wahrscheinlichkeit eines 
(makrosk0pisch definierten) Zustandes zu berechnen. Es sei s s die Zah] 
der zum Frequenzbereich dv ~ gehSrigen Quanten. Au~ wie viele Arten 
ki~nnen diese auf die zu d v s gehSrigen Zellen verteilt werden ? Sei p~ 
die Zahl der vakanten Zellen, ~ die ZaM deter, die ein Quun~ en~hal~en, 
2~ die Zahl der Zellen, die zwei Quanten enthalten usf. Die Zahl der 
mSglichen Verteilungen ist dann 

8 z v 2 ~  x~ A~! wobei A ~ -  ~ v  8, 
~oi! ~o i ! . . . '  

trod wobei 
_~ = o .p~ + ~ . ~  + 2~o~... 

die Zahl der zu d~f gehSrigen Quanten ist. 
Die Wahrschelnlichkeif des durch s~mtllche ~o~ definierten Zustandes 

i s t  offenbar As! 

]l~it Rticksicht darauf, dai] wit die p~ als gro~e Zahlen betrachten k(innen, 
haben wir 

8 $ r 

wobei 

T 

Dieser Ausdruck soll ein ]~aximum sein unter der bTebenbedingtmg 

Die Durchfiihrung der Variation liefert die Bediagungen 

~ ~ p ~ ( 1  -~-- lg~r ) ---~ 0, ~_~dNsh~f-~- 0 

ttieraus r 
1 :E :E ~ ( ~  + ~  + z.) + ~ ~ h , ~  : E ~  ~, = o. 

T F 
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Daraus ~olgt zun~chst 
r h v  s 

~ -~- t~ s e ~ . 

Da aber 

A s = ~.~-J B s e  r~ = Bs(1 --e h~S\--l~/) 
so ist 

Bs ~ A s 1 - - e  

Ferner hat man 

( ") 
hv s 

ASe # 
- -  ~ 

h~ 
1 - - e  

r h v  s 

Mit Riicksicht auf den oben g~fundenen Wert yon A 8 ist also 

h~ s 
s 3 

~ "7' Y v h )  8 

l ~ e  

~ i t  Benutzttug der bisherigen Restfltate ~indet man ~erner 

a S  1 
woraus mit Riicksicht daratff, dal] r __ T ' folgt, dal~ fl ~ k T .  Setzt 

man dies in obige Gleichung fiir E ein, so erh~]t man 

E ~ ~ 8 ~h~fa 1 
- c ~  V - -  d r * ,  

s h~S 

e IzT - - 1  

wetche Gleichtmg P l a n c k s  Formel ~luivalent ist. 
(0bersetzt yon A. Einstein.) 

A n m e r k u n g  des U b e r s e t z e r s .  Boses  Ableitung der P l a n c k -  

schen Formel bedeutet nach meiner ]Kelnung einen wlchtlgen Fortschritt. 
Die bier benutzte Me,bode liefert auch die Quanten~heorie des idealen 
Gases, wie ich 'an anderer Stelle ausfi~ren will. 


