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1 Aufgabenstellung

Bestimmen Sie den spezifischen elektrischen Widerstand einer Bleistiftmine durch Messung von
Stromstéirke und Spannung in Abhéngigkeit von der Léange des Leiters und durch Ermittlung des
Minendurchmessers.

Konkretisierung durch Betreuer /in:

e Messung Strom-Spannung fiir mindestens 10 verschiedene Léngen.

e Messung des Durchmessers der Bleistiftmine an mindestens 10 unterschiedlichen Stellen.

Physikalischer Hintergrund

Der Ladungstransport in einem elektrischen Leiter wird durch die Kraftwirkung eines elektrischen
Feldes E auf frei bewegliche Ladungstriger hervorgerufen. Aufgrund der Wechselwirkung mit Gitter-
schwingungen stellt sich eine resultierende Stromdichte j ein. In Abhéangigkeit von der Leitfahigkeit
des Materials o gilt der Zusammenhang;:

—

j=oE, (1)

welcher auch als ohmsches Gesetz bekannt ist. Je hoher die elektrische Leitfahigkeit eines Materials,
desto grofer ist die resultierende Stromdichte bei gegebenem elektrischen Feld. Der spezifische
Widerstand p ergibt sich aus dem Reziproken der Leitfahigkeit

p=— (2)
o
welcher im allgemeinen temperaturabhéngig ist. Um einen messtechnischen Zugang zur Grofse p zu
erhalten, wird der ohmsche Widerstand R betrachtet. Dieser ist nicht nur durch Materialeigenschaf-
ten bestimmt, welche durch p beschrieben werden, sondern auch durch die Geometrie des Leiters.
Fiir einen Zylinder der Querschnittsfliche A und der Lénge | (Stromrichtung) ergibt sich:

R— p%. (3)
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Dieser Zusammenhang ermdoglicht eine Messvorschrift zur indirekten Bestimmung des spezifischen
Widerstands durch Messung von R, [ und A. Der ohmsche Widerstand eines elektrischen Leiters
lasst sich hierfiir durch Messung von Spannung U und Stromstérke I indirekt ermitteln:

R = T (4)
Da der spezifische Widerstand i.A. eine temperaturabhéingige Grofe ist, sollte durch geeignete
Messbedingungen die durch den Ladungstransport bedingte Erwérmung des Leiters konstant und
so gering wie moglich gehalten werden. Fiir eine Abschédtzung wird der Warmetransport durch
die Kontaktflache zwischen Mine und ruhender Luft betrachtet. Hierbei wird ein Metallzylinder
(Durchmesser d, Lénge I, Mantelfliche A,,) und ein Wirmeiibergangskoeffizient « fiir den Uber-
gang Metall-Luft angenommen. Bei einem Eintrag von Joulescher Warmeleistung P aufgrund des
Stromflusses ergibt sich im Gleichgewicht eine Temperaturerh6hung der Mine gegeniiber der Um-
gebung von:

P P

AT = oA, = amdl’ (5)

Da in diesem Versuch der ohmsche Widerstand fiir verschiedene Léngen gemessen wird, sollten die
Versuchsbedingungen so gewahlt werden, dass die Temperaturerh6hung unabhéngig von der Lange [
ist. Durch Einsetzen von P = RI? und Gl. 3 in Gl. 5 wird versténdlich, dass die Temperaturerh6hung
konstant bleibt, wenn sich die Stromstérke I fiir alle Léngen [ nicht &ndert:

RI? 112 4p?
AT = = (6)
amdl ﬂ%awdl m2d3a

Aus GI. 4 folgt dementsprechend, dass die Spannung proportional zum ohmschen Widerstand und
damit zur Lénge des Leiters gewahlt werden sollte.

Versuchsaufbau

Fiir die Verwendung einer geeigneten Messschaltung wird der zu erwartende ohmsche Widerstand
im Vorfeld abgeschitzt (I = 10cm,d = 2mm, ppg = 40 - 1076 Qm). Da aufgrund von Zusiitzen
nicht davon auszugehen ist, dass eine Bleistiftmine den spezifischen elektrischen Widerstand von

reinem Graphit aufweist, wird der tabellierte Wert fiir Biirstenkohle pgg = 40 - 1076 Qm angesetzt
[1]. Diese Abschétzung liefert einen Wert von:

41

Laut Versuchsanleitung liegen die folgenden Innenwiderstiande der Messgeréte vor:

Spannungsmessung Ry = 10 MQ
Strommessung R4 =20Q.

Somit ist die Relation R < /R4 Ry fiir die spannungsrichtige Messschaltung erfiillt.
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Abb. 1: Schematischer Versuchsaufbau zur Messung von Spannung U und Stromstérke I in Abhéngigkeit
von der Linge [ des stromdurchflossenen Anteils der Bleistiftmine des Durchmessers d.

Messverfahren:

Um die Langenmessung zu vereinfachen, wird eine Seite der Mine elektrisch leitend eingespannt und
die andere Seite mit einer Krokodilklemme abgegriffen. Der Widerstand R wird spannungsrichtig
fiir verschiedene Abstdnde [ der Klemme zu einem festen Bezugspunkt gemessen, um aus dem
Anderungsverhalten auf den spezifischen Widerstand p zu schlieken (Abb. 1):

l OR 1 d? OR
B=vq = F=r2 7 "= "5 )
Auf diese Weise wird ggf. der Einfluss von konstanten Kontakt- und Zuleitungswiderstdnden
eliminiert. Durch das Auftragen der ermittelten Widerstdnde als Funktion der Lange [ und
entsprechenden Geradenausgleich wird der Anstieg OR/Ol ermittelt. Mithilfe des gemessenen

Durchmessers der Mine wird der spezifische Widerstand bestimmt.

Fiir eine akzeptable Temperaturerhhung von etwa AT ~ 1K wird mit Gl. 6 der konstante Mess-
strom abgeschétzt, welcher fiir jeden Messpunkt entsprechend eingestellt wird:

213
1=/= P NT ~ 0,050A. (8)
4p I

Als Richtwert fiir den Wirmeiibergang wird o = 5W/m?K angenommen [1].
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2 Messung

Verwendete Gerite / Materialien:

Spannungsquelle: QUAT Power LN-3003
Spannungsmessung: Voltcraft M-3610B Messbedingungen:

Strommessung: Voltcraft M-3610B e Umgebungstemperatur ¢ = 23,4°C

Langenmessung: Digital-Messschieber Messbereich Spannung: 2 V

Aerospace (0,01 mm)

Messbereich Stromstarke: 200 mA

Halterung fiir Bleistiftmine (Eigenbau) e spannungsrichtige Messschaltung

Bleistiftmine 4190 HB Bohemia Works
Chechoslovakia (abgeschliffen mit
Schmirgelpapier)

konstante Stromstarke I = 50 mA

Krokodilklemme (3 mm), Kabel

[/mm | U/mV I/mA | R/Q P/mW d/mm
11,34 207 50,0 | 4,140 10,35 2,02
20,69 243 50,0 | 4,860 12,15 2,03
30,92 280 50,0 | 5,600 14,00 2,00
42,01 326 50,1 | 6,507 16,33 2,02
50,79 342 50,1 | 6,826 17,13 2,03
60,17 | 385 50,1 | 7,685 19,29 2,01
69,47 414 50,1 | 8,263 20,74 2,00
7787 | 440 50,1 | 8782 2204 2,02
86,95 472 50,1 | 9,421 23,65 2,01
96,00 503 50,1 | 10,040 25,20 2,02

Tabelle 1: Messung der Spannung U bei konstantem Strom I in Abhéngigkeit der Leiterldnge | zur Be-

stimmung von R = f(l), Messergebnisse des Durchmessers d.

Messablauf:

Die Messung des Abstands zwischen Krokodilklemme und Kontaktfliche erfolgt mithilfe des
Innenmafles des Messschiebers.

e Das Anbringen der Klemme erfolgt moglichst ohne die Mine zu schadigen.

e Fiir einen konstanten Messstrom wird der Konstantstrom-Modus (CC) des regelbaren Labor-

netzgerites verwendet.

e Der Durchmesser wird an 10 verschiedenen Stellen der Mine gemessen.

3 Auswertung und Messunsicherheiten

e Fiir jede Lange [ wird der ohmsche Widerstand R bestimmt und in einem Diagramm darge-

stellt.

e Die weitere Auswertung erfordert die Bestimmung der statistischen und systematischen

Messunsicherheiten fiir [ und R.
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Annahmen zu den statistischen Messunsicherheiten:

— Algtat = 1,5 mm (geschétzt, halbe Klemmenbreite)

— AUgpar = % mV (stabile Anzeige, letztes Digit)

— Al = % mA (stabile Anzeige, letztes Digit)

Annahmen zu den systematischen Messunsicherheiten (It. Einf. i. Phys. Prakt.):

- Alsyst = Adsyst = % mm

3
— AUyt = %(0,003 U+ 1mV)
1 I=50mA
— Algyst = 55(0,012- 1 +0,1mA) =" 0,404 mA

Mit gaufscher Fehlerfortpflanzung ergibt sich:

s () ()

sowohl fiir die statistischen als auch systematischen Messunsicherheiten. Aufgrund der Ver-
wendung unterschiedlicher Messgerate werden die systematischen Messunsicherheiten als un-
korreliert angenommen. Die Unsicherheiten der gemessenen Widerstandswerte sind in Tab. 2
zusammengefasst.

U/mV AUsyst/mV R/Q ARsyst/Q ARstat/Q
207 0,9359 | 4,140 0,0383 0,0125
243 0,9982 | 4,860 0,0441 0,0128
280 1,0623 | 5,600 0,0500 0,0132
326 1,1420 | 6,507 0,0573 0,0137
342 1,1697 | 6,826 0,0599 0,0140
385 1,2442 | 7,685 0,0669 0,0145
414 1,2944 | 8,263 0,0716 0,0149
440 1,3395 | 8,782 0,0758 0,0153
472 1,3949 | 9,421 0,0811 0,0158
503 1,4486 | 10,040 0,0861 0,0163

Tabelle 2: Statistische und systematische Unsicherheiten fiir die gemessenen Widerstdnde aufgrund
von entsprechenden Unsicherheiten der Strom- und Spannungsmessungen.

Bemerkung: Offensichtlich iiberwiegt die systematische Unsicherheit des Widerstands gegen-
iiber der statistischen. Dabei liefert die relative systematische Unsicherheit der Strommessung
(0,8%) den groferen Beitrag gegeniiber der Spannungsmessung (0,29% - 0,45%).

Fiir einen Vergleich der statistischen Unsicherheiten von AR und Al schitzen wir grob die
Steigung;:

OR _ Rig— Ry

el PN — 0,0697 Q2/mm.
ol Lio—L, fmm

Wir sehen somit, dass

OR
WAZSM ~ 0,105 2 > A Rgat,
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woraus sich zwingend ergibt, dass [ iber R aufgetragen werden muss, damit die dominierenden
Messunsicherheiten in Ordinatenrichtung weisen, um eine wesentliche Grundannahme der -

Methode zu erfiillen (Abb. 2).

Fiir die systematischen Messunsicherheiten gilt hingegen:

OR
EAlsyst ~ 1,21 m{) < ARsySt'

e Linearer Ausgleich mittels PhyPraFit: y = a + bz mit y = [ und x = R basierend auf der
analytischen Losung fiir die Minimierung von x? mit den homogenen Gewichtungsfaktoren:

Vi e {1,...,10}.

1
W; = —5—
Als2tat
Das Verfahren liefert x?/FG = 0,711 bei einem Akzeptanzintervall von [0,5, 1,5] fiir 8
Freiheitsgrade. Somit sind die tatséchlichen Schwankung konsistent zur Annahme beziiglich
der statistischen Messunsicherheiten. Die Unsicherheiten fiir Anstieg und Absolutglied
kénnen demnach als vertrauenswiirdig angesehen werden.

Es ergeben sich die folgenden Anpassungsparameter:

a/mm | b/mmQ~!
Wert -49,686 14,462
Aviai | 1,892 0,253

Agystmax | 1,856 0,311

Tabelle 3: Anpassungsparameter sowie deren statistische und systematische Messunsicherheiten. Fiir
die systematischen werden maximale Unsicherheiten gewéhlt. Auf die Angabe der Kova-
rianz wird verzichtet.

e Bestimmung des mittleren Drahtdurchmessers:

- 1 &
d = NZdi%2,016mm
i=1
1 N
- — 2 ~
0,01 2
Adgar = /02 + (Adgigt)? = \/ o2 + (\/glm> ~ 0,0067 mm
0,03

Adsyst = —— i ~ 0,0173 mm

V3

e Bestimmung des spezifischen elektrischen Widerstands:

_ _dP0R _ _d?1
P T ol T "1

Ay = 284\ AbY

p = p y ;
Apstat = p-/(0,0067)2 + (0,0175)2 = 4,136 - 10~5Qm
Apsyst = p-+/(0,0172)2 +(0,0215)2 = 6,077 - 10 °Qm

=22072-107* Qm
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R/(101-Q)

Abb 2: Leiterldnge [ als Funktion des ohmschen Widerstands R: Messwerte, stat. Messunsicher-
heiten, Ausgleichsgerade und statistische und systematische Konfidenzbereiche.
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Annahme fiir die systematische Messunsicherheiten: unkorrelierte Messunsicherheiten aufgrund un-
terschiedlicher Messgeréte.

4 Diskussion

Endergebnis: p = (2,21 & 0,04 4 0,06) - 104 Qm

Literaturwert: pr;; = 2,165 - 1074 Qm (fiktiv zum Zweck der Diskussion)

e Es gilt somit |prit — p| < \/ Apdap + ApZg- Der Literaturwert liegt im Unsicherheitsbereich

der Messung. Insofern sind Messergebnis und Literaturwert miteinander vereinbar. Weiterhin
steht die Messung qualitativ betrachtet nicht im Widerspruch mit dem erwarteten linearen
Zusammenhang zwischen ohmschem Widerstand und Leiterlange.

e Die Messunsicherheit des spezifischen Widerstands wird sowohl durch systematische als auch
zu einem etwas geringeren Mafe durch statistische Unsicherheiten bestimmt. Die systemati-
schen Unsicherheiten werden v.a. durch die Messung von Stromstérke und Spannung hervor-
gerufen, wobei die Stromstidrkemessung mit stdrkerem Gewicht eingeht. Die Bestimmung des
relativ geringen Durchmessers liefert zudem einen weiteren nennenswerten Beitrag.

e Die statistische Unsicherheit des Anstiegs 91/0R wird mit x?/FG = 0,711 zwar leicht iiber-
schétzt, verhélt sich aber immer noch konsistent zu den tatsédchlichen Abweichungen beziig-
lich der Ausgleichsgeraden. Insofern fiihrt die Annahme, dass die statistische Unsicherheit
des Anstiegs im Wesentlichen durch die Breite der Krokodilklemme gegeben ist, zu plausi-
blen Ergebnissen. Die Messungen von Strom- und Spannung sind stabil, sodass nur noch die
Digitalisierungsunsicherheit einen vernachlissigbaren Beitrag zur Unsicherheit des Anstiegs
liefert. Die statistische Unsicherheit der Durchmesserbestimmung setzt sich in etwa zu glei-
chen Teilen aus der Digitalisierungsunsicherheit und Inhomogenitdten der Probe zusammen
und weist gegeniiber der statistischen Unsicherheit des Anstiegs einen geringeren Beitrag auf.

e Verbesserungsvorschlige:

— Die Verwendung langerer Proben hétte den Vorteil, dass eine damit realisierbare Erweite-
rung des Messbereichs die statistischen und systematischen Unsicherheiten des Anstiegs
reduzieren kann.

— Die statistischen Einflussfaktoren fiir die Bestimmung des Anstiegs kénnen durch Verwen-
dung schmalerer Klemmen und durch einen groferen Stichprobenumfang zudem weiter
reduziert werden.

— Die Verwendung stérkerer Proben wiirde die relative Unsicherheit der Durchmesser-
bestimmung reduzieren und gleichzeitig hohere Stromstarken bei gleicher Temperatur-
erh6hung erlauben, wodurch sich auch der bestimmende Einfluss der systematischen
Unsicherheit der Stromstiarkemessung reduziert.

— Nach Optimierung der Proben- und Klemmengeometrie ist die Verwendung genauerer
Messverfahren zur Widerstands- und Dickenbestimmung fiir eine weitere Reduktion der
systematischen Messunsicherheit empfehlenswert.

e Das Absolutglied ist signifikant von null verschieden und ist auf Widerstdnde der Leitun-
gen sowie an den Kontakten zuriickzufithren. Aus diesem Grund muss die Bestimmung des
spezifischen Widerstands mithilfe des linearen Ausgleichs erfolgen, um derartige Einfliisse zu
eliminieren. Eine direkte Bestimmung von R aus Einzelmessungen hingegen hétte unweigerlich
eine deutliche Uberschitzung von ca. 3,5 zur Folge!
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Bemerkung: Sollte sich zeigen, dass der Literaturwert deutlich aufserhalb des kombinierten
Unsicherheitsbereichs liegt, sollte insbesondere darauf hingewiesen werden, dass ggf. entscheidende
Unsicherheiten nicht beriicksichtigt wurden.
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