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1 Aufgabenstellung

1. Bestimmen Sie die Eigenfrequenz wy des ungeddmpften Pohlschen Rads.

2. Bestimmen Sie die Ddmpfungskonstante ¢ in Abhéngigkeit von der an der Wirbelstrombremse
angelegten Stromstérke /. Ermitteln Sie durch graphische Auftragung den Wert von ¢ fiir
I=0.

3. Bestimmen Sie die Resonanzkurve einer ungeddmpften und einer geddmpften Schwingung
und bestimmen Sie durch Anpassung der theoretischen Resonanzkurve die Eigenfrequenz des
ungeddmpften Oszillators sowie die Dampfungskonstante. Vergleichen Sie die Werte mit denen
aus Aufgabenstellung 1 und 2.

Ziel ist es, die charakteristischen Eigenschaften geddmpfter und erzwungener Schwingungen zu
verstehen.

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Lineare, gedampfte Schwingungen

Wirkt auf einen Korper eine Kraft, die proportional zu seiner Auslenkung aus der Ruhelage ist
und entgegen der Auslenkung wirkt (riicktreibende Kraft), so schwingt der Korper harmonisch.
Entsprechend gilt die folgende Newton-Gleichung:

F =mi = —Dx (1)
D
T+ —x=0. (2)
m
Die Bewegung des Korpers wird durch folgende Bewegungsgleichung beschrieben:

z(t) = a sin(wt) + beos(wt) mit wp = % (3)

wp ist die Kreisfrequenz des ungeddmpften Oszillators. Bei der ungedémpften harmonischen Schwin-
gung bleibt die Gesamtenergie des Systems erhalten und wandelt sich im Laufe der Schwingung
stdndig von potentieller in kinetische Energie um und umgekehrt. Reale Schwingungen unterliegen
aber noch zusétzlichen Reibungskriften, die dem System Energie entziehen. Oft ist die Reibung
proportional zur Geschwindigkeit und es gilt:

F =mi = —-Dx — kg (4)
m& + k& + Dx = 0 (5)

Diese Differentialgleichung kann mit dem Ansatz z(t) = zge* gelost werden. Setzt man diesen in
Gl. (5) ein erhalt man

(mA2 + kX + D) zgeM =0 (6)

Die Gleichung besitzt eine Losung, wenn mA? + kX + D = 0. Man erhilt damit 2 Losungen fiir \:

k 1
)\1’2 =——+ — V k‘2 —4mD (7)

2m  2m

Zur Vereinfachung werden die Dampfungskonstante § = % und die Kreisfrequenz des gedampften
Oszillators
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m  4m?2

eingfiihrt. Gl. (7) vereinfacht sich damit zu:

/\172:—(5i\/(52—w§ (9)

\ v
v ! \ ]

' 1 ) A

100 v Y, \ ¥ % \J

Abb. 1: Dargestellt wurden hier eine ungeddampfte Schwingung (griin), eine geddmpfte Schwingung mit

6 = 1 (schwarz), sowie die Einhiillende (rot).

Abhéngig von der Grofe der Dampfung ergeben sich insgesamt drei Fille:

1. 62 < wd - Geddmpfte Schwingung:
Das Argument unter der Wurzel ist negativ und es ergibt sich A\; » = —d+iw. Die momentane
Auslenkung wird durch

z(t) = x; e 0t et 1 po e 0t om0t — 070 cog (wt + ¢). (10)

beschrieben. Als Losung einer gewthnlichen DGL 2. Ordnung miissen 2 freie und mittels
Anfangsbedingungen zu bestimmende Parameter gegeben sein, die im obigen Fall entweder
durch (z1,x2) oder (zg,¢$) zum Ausdruck kommen. Dass diese Funktion eine Schwingung
beschreibt, wird anhand der periodisch aufeinanderfolgenden Nulldurchgénge sofort klar. Je-
doch nimmt die Amplitude der Schwingung exponentiell ab (vgl. 1). Es gibt mindestens einen
Nulldurchgang, bevor das Pendel zur Ruhe kommt. Die Losung fiir diesen Fall ist in Abb. (1)
dargestellt.

2. 6% = w3 - Aperiodischer Grenzfall:
In diesem Spezialfall verschwindet der Term unter der Wurzel in G1.(9), wodurch ein freier Pa-
rameter aufgelost wird. Um nun wieder auf zwei freie Parameter zu kommen, wihlt man einen
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anderen Ansatz z(t) = C(t)e % und nach einer kurzen Rechnung erhilt man die allgemeine
Losung:

x(t) = (1 + cot) €70 (11)

Das Pendel kehrt in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen schnellstméglich die Ruhelage
zuriick.

3. 62 > w3 - Kriechfall:
Die Wurzel in GI1.(9) wird reell - damit gilt:

z(t) = x; et + x2 et it A2 =—0=% \/m (12)

Die allgemeine Losung ist eine Linearkombination von zwei reellen Exponentialfunktionen mit
den Faktoren A; und Ay in den Exponenten. Das System zeigt kein Schwingverhalten mehr
und das Pendel kehrt sehr langsam, quasi kriechend, ohne Nulldurchgang in die Ruhelage
zuriick.

2.2 Gedampfte Drehschwingungen

Translation Rotation
Ort z Winkel @
Geschwindigkeit v = & Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Beschleunigung a = & Winkelbeschleunigung o = ¢
Kraft F Drehmoment M = |7 x F|
Leistung P = F-v Leistung P=M-w

Tabelle 1: Vergleich der eindimensionalen Translation und Rotation.

Fiir die Beschreibung der momentanen Auslenkung verwenden wir den Drehwinkel ¢ als Funkti-
on der Zeit. In Analogie zur Translationsbewegung ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit durch ¢
und die Winkelbeschleunigung durch ¢ (Tab. 1). Als Ursache von Winkelbeschleunigungen gilt das
Drehmoment M. Somit lautet in Analogie zur Translation die Bewegungsgleichung der Drehschwin-

gung:

1y + kpp + Dpp =0 (13)

Hierbei ist ¢ der Auslenkungswinkel, Dp Das Richtmoment, I das Massentréagheitsmoment bezogen
auf die Drehachse und kp die Reibungskonstante. In der Normalform lautet die DGL:

k D
$ + 20¢ + wip = 0 mit 5:% und w‘%:TD' (14)

Hierbei stellt § die Ddmpfungskonstante und wy die Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems dar.
Mithilfe eines Exponentialansatzes kann nun die Losung der Bewegungsgleichung analog zu 2.1
ermittelt werden. Diese ergibt sich fiir die gedimpfte Schwingung im Schwingfall (6% < w?) zu:

o(t) = poe % cos (wt + 0) (15)
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Dabei ist ¢g die Maximalamplitude und 6 eine Phasenverschiebung, welche durch die Anfangsbe-
dingungen gegeben sind. Des Weiteren ist w die Kreisfrequenz der gedampften Schwingung, welche
nicht mit wg, der Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems, verwechselt werden darf. Zwischen
diesen Grofen besteht natiirlich analog zu Gl. (8) der bekannte Zusammenhang:

w = \/wi — 2 (16)

Es bleibt zu erwéhnen, dass die Kreisfrequenz fiir eine gegebene Dampfung wéihrend des gesamten
Schwingungsvorgangs konstant bleibt. Nur die Amplitude der Schwingung verringert sich mit zuneh-
mender Schwingungsdauer (Abb. 2). Weiterhin kommt es durch die einhiillende Dampfungsfunktion
zu einer Verschiebung der Maxima und Minima beziiglich der ungeddmpften Schwingung.

PP

100

50

t/s

50

Abb. 2: Es wurden geddmpfte Schwingungen fiir fiinf unterschiedliche Dampfungskonstanten dargestellt.

Griin: 6 = L rot: 6 = 3, orange: 6 = %, schwarz: § = 4{ = w, lila: § = 127,

s? s?

2.3 Erzwungene Schwingungen

Man spricht von einer erzwungenen Schwingung, wenn einem Oszillator durch eine duftere Erregung
eine Schwingung aufgezwungen wird. Somit folgt der Oszillator nach einer gewissen Einschwingzeit
nicht mehr seinem Eigenschwingverhalten, sondern schwingt in der Erreqerfrequenz. Der Erreger
iibt wiahrend der Schwingung auf das System ein zeitabhéngiges Drehmoment aus, welches durch
einen inhomogenen, zeitabhéngigen Term in der Differentialgleichung (Gl. 13) ausgedriickt wird.
Fiir den Fall einer dufseren harmonischen Anregung ergibt sich:

@ + 260 + wip = Ape“rEt, (17)

Die Losung einer solchen, inhomogenen Differentialgleichung lésst sich durch die Superposition der
Losung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung finden.
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Losung der inhomogenen DGL: Betrachtet man das Schwingverhalten nach dem Einschwingvor-
gang (Eigenschwingungen sind abgeklungen), so erscheint der folgende Ansatz sinnvoll:

p(t) = Aeiwrt=0) (18)

Der Losungsansatz beinhaltet zwei freie Parameter: Die Amplitude A der erzwungenen Schwingung
und die Phasenverschiebung 6 gegeniiber der &ufseren Erregung. Finsetzen dieses Ansatzes in die
Bewegungsgleichung (17) liefert:

Ag 40

(Wi — wg) + 2idwp = ¢ (19)

Daraus ergeben sich fiir Real- und Imaginéarteil jeweils eine Gleichung;:

Realteil: w? —w% = ATE cos 0 (20)
Imaginirteil:  20wp = 2£ sind (21)

woraus die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir Amplitude A und Phase 6 abgeleitet werden
kénnen:

Alwp) = 2l (22
VB = w3)? + (200p)?
O(wg) = arctan (m) . (23)

Somit wird erkennbar, dass die Amplitude der erzwungenen Schwingung von folgenden Groéfsen
abhéngt:

e Amplitude Ag der dufseren Erregung
e Diampfung § des Systems
e Figenfrequenz wy und Erregerfrequenz wg

Interessanterweise bleibt die Phase von der Erregeramplitude unabhéngig.

2.4 Die Resonanzkurve

Aus Gl. (22) kann man durch Ableiten die Lage des Maximums der Resonanzkurve bestimmen. Das
Maximum nimmt mit zunehmender Dampfung § ab und verschiebt sich hin zu kleineren Frequenzen.

Wimax = \/wi — 262 (24)

2.5 Phasenverschiebung

Die Phasendifferenz 6(wg) zwischen Erreger und System ist von der Erregerfrequenz wg abhéngig
und springt im ungeddmpften Fall bei wp = wp von 0 auf 7. Bei Dampfung erfolgt dieser Ubergang
kontinuierlich, wobei die Phasenverschiebung bei wg = wg den Wert § = 7/2 erreicht. Der Verlauf
der Phasenverschiebung in Abhéngigkeit von w &hnelt fiir starke Ddmpfungen dem einer Geraden.
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Abb. 3: Resonanzkurven fiir verschiedene Dampfungen. Die Erregeramplitude wurde zu A = 45:—2 festge-
legt. Man kann leicht die sog. Resonanzkatastrophe erkennen. Es gilt 6ot = 0 < dgriin < dschwarz <
5blau

2.6 Wirbelstrombremse

Eine Wirbelstrombremse besteht aus einer Spule, welche bei angelegtem Strom I iiber das Ma-
gnetfeld B ~ I ein bremsendes Drehmoment auf das Pendel ausiibt. Die induzierte Spannung im
Drehpendel lésst sich mithilfe des Faradayschen Induktionsgesetzes zu Ujnq ~ B - v berechnen. Das
ddmpfende Drehmoment der Wirbelstrombremse kann damit folgendermafen abgeschétzt werden:

Porems ~ Ufq ~ B?-0® ~ 1?7 (25)
P
M o= 2Bems 2 (26)
¥

Daher ist eine I2-Abhéingigkeit der Dampfungskonstanten § zu erwarten.

3 Aufbau und Durchfithrung

Der Versuch wird mithilfe des Pohlschen Rads durchgefiihrt (Abb. 4). Dieses besteht aus einem
drehbar gelagerten Kupferrad, welches durch eine Spiralfeder in Ruhelage gehalten wird. Zusétzlich
kann das Drehpendel durch einen Motor angeregt werden. Mithilfe einer Wirbelstrombremse kénnen
weiterhin verschiedene Ddmpfungen eingestellt werden.

3.1 Messung der Eigenfrequenz

Bestimmen Sie zunéchst die Eigenfrequenz wg des Drehpendels mithilfe der Stoppuhr. Lenken Sie
dazu das Drehpendel maximal aus und stoppen Sie die Zeit von mindestens fiinf Schwingungen.
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Abb. 4: Versuchsaufbau: In der Mitte ist das kupferfarbene Pohlsche Rad erkennbar. Dieses wird mithil-
fe eines gekoppelten Schrittmotors zu Schwingungen angeregt. Der Zeitverlauf der momentanen
Auslenkung wird mittels PC erfasst und kann mit dem der Erregung verglichen werden.

Wiederholen Sie dies mindestens fiinf mal und berechnen Sie hieraus die Eigenfrequenz im unge-
déampften Zustand. Zeichnen Sie nun den Schwingungsvorgang mithilfe des PCs auf. Bestimmen Sie
die Frequenz durch den Fit einer geeigneten Funktion an die aufgenommene Kurve und vergleichen
sie die Ergebnisse.

3.2 Messung der Dampfungskonstante

Aus den Amplituden zweier benachbarter Maxima einer geddmpften Schwingung lasst sich mittels
logarithmischen Dekrements die Ddmpfungskonstante § bestimmen. Aus Gl. (15) ergibt sich:

o(to) e o
pltg + 1) e—otto¥T) ~ 27

Nimmt man zusétzlich an, dass sich die Eigenfrequenz des Pohlschen Rads nur wenig durch die
zusitzliche Dampfung &ndert, ist die Annahme T' ~ Ty = i—g gerechtfertigt. Stellen Sie die Strom-
stiarke der Wirbelstrombremse nun auf 200mA ein und zeichnen Sie mithilfe des PCs eine gedampf-
te Schwingung auf. Bestimmen Sie die Amplituden von mehreren aufeinanderfolgenden Maxima.
Ermitteln Sie in gleicher Art die Dampfungskonstanten fiir 400mA und 600mA. Tragen Sie die
ermittelten Dampfungskonstanten gegen I? graphisch auf. Sind die von Thnen berechneten Damp-
fungskonstanten mit einer 12 Abh#ingigkeit vereinbar? (Vgl. hierzu 2.6) Welche Dampfungskonstante
ergibt sich fiir I = 07 Welche wiirden Sie fiir ein ideales Drehpendel erwarten?

3.3 Aufnahme von Resonanzkurven

Vergewissern Sie sich zunéchst, dass die Wirbelstrombremse ausgeschalten ist und sich das Pendel
in Ruhelage befindet. Geben Sie eine geeignete Motordrehzahl zwischen 0 und 25! ein. Lassen
Sie das Pendel einschwingen und nehmen dann die Bewegung des Pendels fiir ca. 30 Sekunden auf.
Lesen Sie anschlieffend die Amplitude der Schwingung ab.
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Wiederholen Sie die gesamte Messung fiir verschiedene Motoreinstellungen im Bereich von 0 - 2571,
sodass Sie insgesamt ca. 15 Messpunkte erhalten. Es ist sinnvoll, dabei die Resonanzfrequenz genauer
abzutasten. Wiederholen Sie die Aufgabe fiir eine Stromstérke von 400mA an der Wirbelstrombrem-
se. Zeichnen Sie die beiden Resonanzkurven in einen Graphen. Vergleichen Sie diese im Anschluss.
Lassen sich die theoretischen Vorhersagen fiir die Anderung der Kurvenform von § ~ 0 zu § > 0
erkennen? Diskutieren sie diese.

Autorenschaft

Diese Versuchsanleitung wurde in ihrer urspriinglichen Form von M. Kauer und B. Scholz erstellt.
Aktuelle Anderungen werden von der Praktikumsleitung durchgefiihrt.

4 Fragen zur Vorbereitung

o Wie lautet der Zusammenhang zwischen Frequenz und Kreisfrequenz?

e Was ist ein Drehpendel?

e Welche Gleichung beschreibt eine Schwingung mit schwacher Démpfung?

e Welche drei Félle unterscheidet man je nach Stéarke der Dadmpfung?

e Skizzieren Sie die zugehdrigen Amplitudenverlaufe in Abhédngigkeit von der Zeit.
e Erkliren Sie die Funktionsweise der Wirbelstrombremse.

e Zeichnen Sie eine Resonanzkurve einer erzwungenen Schwingung. Achsenbeschriftung! Was
ist hierbei w?

e Wie verdndert sich die Resonanzkurve, wenn die Ddmpfung erhoht wird? (Maximalamplitude
und Lage des Maximums!)

e Ein System besitzt die Eigenfrequenz wg. Mit welcher Frequenz schwingt es, wenn eine Damp-

fung der Grofe § = @wo angelegt wird?
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