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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zielstellung

Ein wesentlicher Bestandteil des Physikstudiums, sei es im Haupt- oder Nebenfach, sind
natiirlich die klassischen Experimentalphysik-Vorlesungen mit interessanten und fiir Vor-
fithrungen ausgefeilten Experimenten. In besonders anschaulicher und iiberzeugender Weise
werden die grundlegenden physikalischen GesetzméafBigkeiten vermittelt, die fiir viele Berei-
che der Natur und Technik relevant sind und zur Losung verschiedenster physikalischer Pro-
bleme herangezogen werden. Dass diese Gesetzméfligkeiten Resultate von oft sehr langwie-
rigen Erkenntnisprozessen, aufwendigen wissenschaftlichen Untersuchungen und sténdiger
Reflexion durch eine aktive wissenschaftliche Gemeinschaft sind, kann natiirlich im Rah-
men dieser Lehrveranstaltungen nicht im einzelnen beleuchtet werden. Daher besteht im
Physikalischen Praktikum das Anliegen neben der Vertiefung von physikalischem Wissen,
Studierende an die wissenschaftliche Arbeitsweise heranzufiihren, welche sich durch die
Fahigkeit auszeichnet, zu reproduzierbaren wissenschaftlichen Ergebnissen nach allgemein
anerkannten Regeln und Methoden zu gelangen. Daher lernen Studierende im Praktikum
u.a.:

e Experimente aufzubauen

e verschiedenen Messprinzipien anzuwenden

e gingige Messgerite korrekt zu handhaben

e Messwerte iiberlegt aufzunehmen

e Daten auszuwerten und Endergebnisse zu ermitteln
e Messunsicherheiten zu bestimmen

e Ergebnisse zu diskutieren und zu interpretieren

e Schwachstellen zu identifizieren und daraus Verbesserungen abzuleiten.



1.2. ORGANISATION

Insbesondere im Sinne der guten wissenschaftlichen Praxis:

e Dokumentation aller relevanten Bedingungen und Einflussfaktoren, die fiir die Re-
produzierbarkeit des Experimentes notwendig sind. Dies bezieht auch eine klare Be-
schreibung der verwendeten Messprinzipien und Messgerdte sowie der zugehorigen
Herstellerangaben zu den Messunsicherheiten ein.

e Dokumentation von originalen und unverarbeiteten Messwerten (direkt abgelesene
Messwerte, keine gemittelten Werte) einschliefilich von ,,unerwarteten” Resultaten
(Ausreifier, grobe Fehler) sowie die Umsténde des Zustandekommens, damit eine
erneute Auswertung im Nachgang jederzeit moglich ist.

e Offenlegung der Auswerteprozedur einschlieflich aller dafiir notwendigen Annahmen.

e Die Unterschlagung oder Erfindung relevanter Daten sowie die betriigerische Manipu-
lation von Ergebnissen zur Bestétigung von aus Voreingenommenheit resultierenden
Erwartungen wird als ernsthaftes wissenschaftliches Fehlverhalten gewertet.

Hierbei ist von entscheidender Bedeutung, dass Studierende bereits mit dem ersten Versuch
ein wissenschaftliches Protokoll zu erstellen lernen, das alle Informationen in iibersichtlicher
Weise enthélt, um den Anforderungen an Reproduzierbarkeit, Nachvollziehbarkeit und
Uberpriifbarkeit zu geniigen. Die Versuchsleitung achtet daher nicht nur auf die inhalt-
liche Korrektheit, sondern auch auf die entsprechende Vollstdndigkeit. Nur wenn beides in
einwandfreier Weiser erbracht wird, kann die maximale Punktzahl vergeben werden.

Die Darstellung des Endergebnisses ohne Angabe von Messunsicherheiten widerspricht der
guten wissenschaftlichen Praxis und wird von der wissenschaftlichen Gemeinschaft nicht
akzeptiert. Unter Beachtung der Richtlinien des ”Guide to the Expression of Uncertainty
in Measurement” (GUM) vom Joint Committee for Guides in Metrology (JCGM) ist die
Bestimmung von Messunsicherheiten ein Hauptanliegen im Physikalischen Praktikum und
verursacht die meisten Schwierigkeiten gerade in der Frithphase der akademischen Ausbil-
dung.

1.2 Organisation

Das Physikalische Praktikum ist sowohl fiir Studierende der Physik (Bachelor, Lehramt)
als auch fiir Studierende mit Physik in der Nebenfachausbildung konzipiert. Studierende
von Ingenieurstudiengéngen sowie der Chemie und Biologie studieren Physik als Neben-
fach im Grundstudium und fithren im Praktikum 3-6 grundlegende physikalische Versu-
che durch. Studierende mit Physik im Hauptfach fithren Grund- und Fortgeschrittenen-
Praktika durch, welche eine breite Palette an Themenfeldern sowohl der klassischen als
auch modernen Physik in vertiefender Weise abdecken.



1.3. ABLAUF DES PRAKTIKUMS

Die Physik-Praktika werden iiber OPAL-Kurse organisiert. Die Links zu den aktuellen
OPAL-Kursen sind auf den Webseiten des Physikalischen Praktikums

www.physik.tu-dresden.de/praktikum

zu finden.

Grundvoraussetzung fiir die Teilnahme am Physikalischen Praktikum ist:

e Einschreibung in eine Praktikumsgruppe i.d.R. iiber einen OPAL-Kurs.

o Aktenkundige Teilnahme an der zugehorigen Einweisungsveranstaltung zu Semester-
beginn einschliefllich der Unterweisung zum Arbeits-, Brand- und Gesundheitsschutz.

1.3 Ablauf des Praktikums

Zu Beginn des Semesters werden alle eingeschriebenen Studierenden iiber den Praktikums-
ablauf, die von ihnen zu absolvierenden Versuche und ihre Praktikumstermine informiert,
auflerdem erfolgt eine Belehrung zum Arbeits- und Brandschutz. Die fiir das gesamte Se-
mester benttigten Versuchsanleitungen sind auf der Internetseite des Physikalischen Prak-
tikums an der TU Dresden abrufbar. Diese Anleitungen enthalten Informationen zum Ver-
suchsinhalt sowie zu den grundlegenden Gesetzméfigkeiten und Literaturhinweise zum
vorbereitenden Selbststudium. Die Studierenden werden in Gruppen zu je acht Perso-
nen eingeteilt, die Versuchsdurchfithrung selbst erfolgt in der Regel in Zweiergruppen. Die
Praktikumstermine werden sowohl durch Aushang als auch im Internet bekannt gegeben
und sind verbindlich. Der jeweilige Versuchstermin beginnt mit einem kurzen schriftlichen
Antestat, das den Nachweis iiber die in der Vorbereitung erarbeiteten Kenntnisse zum Ver-
such erbringen soll. Bei nicht ausreichendem Wissensstand wird die/der Studierende von
der Durchfiithrung der Experimente ausgeschlossen und muss den entsprechenden Versuch
zu einem spéteren Termin nachholen. Die Aufgabenstellung kann von der Versuchsleitung
konkretisiert werden. Die Experimente werden unter Beachtung der Weisungen durch die
Versuchsleitung durchgefiihrt.

Die Nachweisfithrung zum Versuch erfolgt anhand eines Protokolls, welches alle zum Ver-
such relevanten Informationen und enthilt, die eine Reproduktion der gewonnenen Ver-
suchsergebnisse ermoglichen. Das Protokoll ist unter Wahrung einer fortlaufenden Seiten-
nummerierung in einen schmalen Ordner oder Hefter einzuheften, welcher am Ende des Se-
mesters durch die Praktikumsleitung stichprobenweise auf Vollstandigkeit iiberpriift wird.
Das Fiihren eines Inhaltsverzeichnisses wird empfohlen.

Das Protokoll wird zur von der Versuchsleitung bekanntgegebenen Abgabezeit vorgelegt
und mit maximal 20 Punkten in folgender Weise bewertet:

e Form: 2 Punkte



1.4. PROTOKOLLFUHRUNG

e Messung: 5 Punkte
e Auswertung und Messunsicherheiten: 10 Punkte

e Diskussion: 3 Punkte

1.4 Protokollfiihrung

Ein Protokoll muss alle Informationen enthalten die eine vollstdndige Rekonstruktion der
Durchfithrung und Auswertung sowie die Wiederholung des Experimentes unter vergleich-
baren Bedingungen ermoglicht und eine Verwertbarkeit der gewonnenen Resultate fiir wei-
terfithrende Untersuchungen sicherstellt. Dies ist neben inhaltlicher Korrektheit ein ent-
scheidendes Kriterium fiir die Bewertung der Protokolle.

Die Protokolle sollten idealerweise in ein gebundenes Protokollbuch auf im Vorfeld durch-
nummerierten und mit Rand versehenen Seiten geschrieben werden. Aufgrund von organi-
satorischen Gegebenheiten im Praktikum sind Abweichungen von dieser Regelung zulédssig
und werden in der Einweisungsveranstaltung bekanntgegeben.

Es sollte Erwahnung finden, dass ein Protokoll keine druckreife wissenschaftliche Verdffent-
lichung ist. Es ist die allererste Dokumentation eines durchgefiihrten wissenschaftlichen
Versuchs, in der es auch zu Irrtiimern oder Fehlern kommen kann, die sauber mit Line-
al durchgestrichen und mit aufkldrenden Kommentaren richtiggestellt werden diirfen. Da
sich die Versuche im Grundpraktikum an vorgefertigten Versuchsanleitungen orientieren
ist eine Quellenangabe nur dann erforderlich, wenn Inhalte im Protokoll Verwendung fin-
den, die iiber die in den Versuchs- und Platzanleitungen dargelegten Angaben hinaus gehen.

Die folgende Grundstruktur ist fiir alle Versuche im Grundpraktikum bindend:

1. Titel: Versuchsbezeichnung (einschl. Kiirzel), Datum, Ort/Raum/Versuchsplatz, Na-
me: des/der Protokollants/in, des/der Mitarbeiters/in, des/der Betreuers/in

2. Einleitung / Vorbetrachtung: Der Einleitungsteil umfasst i.d.R folgende Punkte.

e Aufgabenstellung geméfl Platzanleitung mit etwas Platz fiir Konkretisierungen durch
die Versuchsleitung

e kurze Darstellung des physikalischen Hintergrunds mit eigenen Worten (keine Kopien
aus der Versuchsanleitung)

e kurze Beschreibung des Messprinzips

e kurze Darstellung des Versuchsaufbaus (z.B. in Form einer Skizze)
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1.4. PROTOKOLLFUHRUNG

o fiir die Auswertung des Versuchs relevante Formeln - keine Formeln zur Berechnung
des Messunsicherheiten

e Benennung der physikalischen Groflen und deren Messung
e mogliche Erwartungen, Literaturwerte, etc.
Wichtig ist, dass die Studierenden das Protokoll beziiglich Titel, Einleitung/Vorbetrachtungen

bereits zu Hause vorbereiten. Fiir dieses Arbeit besteht wahrend des Versuchs kaum Zeit.

3. Durchfiihrung: Es versteht sich von selbst, dass dieser Teil des Protokolls erst zum
Versuch angefertigt werden soll. Ein priifender Blick in die Protokolle vorab offenbart
mitunter fragwiirdiges. Zur Durchfithrung gehoren:

e Sperzifizierung aller verwendeten Messgerite (Hersteller/Typ), Kalibrierstandards,
Referenz- und Untersuchungsobjekte.

e Bemerkungen zum Versuchsablauf - was wurde genau gemacht?

e Dokumentation relevanter Versuchsbedingungen (Temperatur, Luftdruck, Feuchtig-
keit,...) oder spezieller Bedingungen beziiglich des Experiments

e Aufnahme von Messergebnissen in klar strukturierten Tabellen.
e neben den Messwerten sollten die Tabellen auch
— Messunsicherheiten aufgrund von Ablese- oder Einstellungenauigkeiten (geschitzte

stat. Messunsicherheiten)

— Messbereiche (ggf. wichtig fiir die Berechnung von syst. Messunsicherheiten)
enthalten, wenn sich diese von Messung zu Messung unterscheiden.

e Benennung der Tabellen-Képfe in physikalisch sinnvoller Weise, z.B. fiir die Tempe-
ratur "7 /K” anstelle von "7 in K’

e cs sollten die direkt ermittelten Messwerte eingetragen werden - keine bereits ge-
mittelten Werte o.4. (z.B. Notieren der verwendeten Wigestiicke anstelle der bloflen
Gesamtmasse), keine Zettel verwenden

e Messwerte kommen direkt ins Protokoll und nicht erst auf Schmierzettel (Ubertragungs-
fehler)

e Da in den hoheren Praktika die Messtabellelen mitunter groflere Ausmafle annehmen,
die nicht mehr in das Format eines Protokolls passen, gilt fiir diese Fille, dass die
Messungen in elektronischer Form auf Laufwerk P:\ gespeichert werden. Im Protokoll
muss die Bezeichnung der jeweiligen Dateien, der Speicherort und die Kennzahl des
lokalen Rechners vermerkt werden.



1.4. PROTOKOLLFUHRUNG

4. Auswertung:

Berechnung der Endergebnisse auf Grundlage géngiger Auswerteverfahren.
Die Angabe von Nebenrechnungen dient der Nachvollziehbarkeit.

grafische Darstellungen von Hand erfolgen auf Spezialpapier in formatfiillender Grofle
(Reduktion der Zeichenunsicherheit).

computerbasierte Auswertung und das Drucken der Resultate (Diagramme, Tabellen)
ist grundsétzlich erlaubt und teilweise auch gefordert

Dokumentation der am Rechner durchgefiihrten Schritte (Software, ausgewihlte nu-
merische Verfahren, Anfangs-/Randbedingungen, zusétzliche Parameter)

5. Messunsicherheiten: Die Vorgehensweise zur Behandlung der Messunsicherheiten
unterscheidet sich in den einzelnen Studiengéngen.

Fiir Bachelor und Lehramt Physik:

prinzipielle Unterscheidung und getrennte Propagation von systematischen und sta-
tistischen Messunsicherheiten

stat. Messunsicherheiten als einfache Standardabweichung der Gaufiverteilung (1o -
68% Vertrauensniveau)

syst. Messunsicherheiten als einfache Standardabweichung der Rechteckverteilung
(1/+/3 - halbe Intervallbreite, entspricht i.d.R. der Herstellerangabe)

statistische Messunsicherheiten i.d.R. als unkorreliert - Gauf3-Fortpflanzung von Mes-
sunsicherheiten

Fiir Bachelor-Physik: Korrelation by systematischen Messunsicherheiten moglich -
Unterscheidung von drei Féllen:

— unkorreliert (unterschiedliche Messgriite)

— korreliert in unbekannter Weise (dasselbe Messgerit)

— vollstandig korreliert (Verwendung desselben Wigesatzes, konstante Nullpunk-

tabweichung)

Fiir Lehramt-Physik: systematische Messunsicherheiten werden ausschliefSlich mit
Abschatzung maximaler Unsicherheit behandelt.
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1.4. PROTOKOLLFUHRUNG

e bei grafischen Darstellungen: nur statistische Messunsicherheiten als Fehlerbalken.
Systematische Abweichungen werden als Unsicherheitsschlauch beziiglich der Aus-
gleichskurve grafisch dargestellt.

e bei Methoden zur Parameterschiitzung (z.B. x?) ausschlieBlich statistische Messun-
sicherheiten als Gewichtungsfaktoren verwenden.

e systematische Unsicherheit von Anpassungsparametern

— Physik Bachelor: anhand Unsicherheitsschlauch in Abh. von Korrelationen abschétzen,

— Lehramt Physik: anhand ausgew&hlter Messpunkte abschétzen.
e Welche Messgrofle hat den Groflen Einfluss auf die Messunsicherheit?

e ab 3. Semester: Sind die tatséichlichen statistischen Schwankungen konsistent zu den
erwarteten (Fehlerbalken)

Fiir Studiengédnge mit Physik im Nebenfach:

e systematische und statistische Messunsicherheiten werden fiir jede Messgrofie zu einer
Gesamtunsicherheit addiert

e bei indirekten Messungen werden stets die Gesamtunsicherheiten im Sinne der ma-
ximalen Unsicherheit fortgepflanzt

e stat. Messunsicherheiten werden mit einem Vertrauensniveau von 20 betrachtet

e syst. Messunsicherheiten entsprechen den halben Breiten der Rechteckverteilungen
und sind somit den Herstellerangaben direkt gleichzusetzen

e bei grafischen Darstellungen werden aus den Gesamtunsicherheiten die jeweiligen
Fehlerbalken ermittelt.

Mitunter lasst sich diese Bestimmung der Messunsicherheiten nicht von der Auswertung
trennen, da Messunsicherheiten beispielsweise als Gewichtungsfaktoren in die Berechnung
der Endgrolen eingehen. In solchen Féllen ist es sinnvoll, beide Abschnitte als einen Ab-
schnitt mit der Bezeichnung ,,Auswertung und Messunsicherheiten” zu fiithren.

Gerade bei der Behandlung der Messunsicherheiten empfiehlt es sich, eine iibersichtliche
Form zu wahren. Bevor es an die Fehlerfortpflanzung geht, sollten die beitragenden Mess-
unsicherheiten tabellarisch wie im folgenden Beispiel zusammengefasst werden.
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statistisch | systematisch

Tabelle 1.1: Ubersichtliche Darstellung der fiir die Behandlung der Messunsicherheiten
relevanten Beitridge. Hier sind exemplarisch die Messgrofien z, y und z dargestellt. Die
eckigen Klammern kennzeichnen allgemein die Einheiten der jeweiligen Messgrofien.

Natiirlich gehoren die entsprechenden Fehlerformeln mit den korrekten partiellen Ab-
leitungen und ggf. in Abhéngigkeit von Korrelationen ins Protokoll. Weiterhin sind
die Beitrage der einzelnen Messgrofien zur Unsicherheit der gesuchten Grofle (hier F')
darzustellen, wofiir sich ebenfalls die Tabellenform anbietet:

Physik Bachelor / Lehramt Physik im Nebenfach
statistisch | systematisch gesamt
% se 1 S /11
vy Ny
g—jm / IF] g—jm / IF]
AF/[F] . . AF/[F]

Tabelle 1.2: Ubersichtliche Darstellung der Einzelbeitrige der Unsicherheiten direkt ge-
messener Groflen (hier z, y und z) zur Unsicherheit der indirekt gemessenen Grofle F' mit
Einheit [F]. Fir Studierende mit Physik als Hauptfach sollte zwischen statistischen und
systematischen Beitrigen unterschieden werden, wiahrend im Nebenfach nur die Angabe
der jeweiligen Gesamtbeitrage erforderlich ist.
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1.4. PROTOKOLLFUHRUNG

6. Diskussion: Darstellung des Endresultats in der folgenden Form:

Bachelor/Lehramt Physik:  F = F + AF + APy
Nebenfach Physik ~ F = F + AF

Das Endergebnis ist entsprechend der aufgrund begrenzter Messgenauigkeit vorliegenden
signifikanten Stellen zu runden. Unsicherheit und Messergebnis sind mit derselben Einheit
anzugeben. Fiir eine kritische Diskussion sind die folgenden Punkte zu beriicksichtigen:

Ubereinstimmung mit Literaturwerten, theoretischen Vorhersagen - Angabe von
quantitativen Kriterien, z.B.:

Bachelor / Lehramt Physik:

syst stat syst

|Fexp _ Ftheol < \/(AFsi);IE)Q + (AFGXP)Q + (AFtheo)Q + (AFtheo)z

Nebenfach Physik:

|Fexp _ Fthe0| < |AFeXp| + |AFtheo|

Analyse der Messunsicherheiten, die Unsicherheit welcher Messgréfie hat den grofiten
Einfluss auf die Gesamtunsicherheit. Dies ist direkt aus Tab. 1.2 ersichtlich.

Verbesserungsvorschliage basierend auf den Resultaten der Messsicherheiten-Analyse.

Mafinahmen zur Reduktion von Stoérfaktoren, Kritik am Messverfahren oder Mess-
gerdten. Vergleich verschiedener Messverfahren.

Griinde, warum Teile der Aufgabe nicht gelost werden konnten.
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Kapitel 2

Messungen und Messunsicherheiten

2.1 Hinweise zur Aufnahme von Messwerten bzw. zur
Auswertung

Die Aussagekraft des Ergebnisses hédngt i.d.R. entscheidend von der Art der Messwertauf-
nahme ab. Die folgenden Fragen kénnen hierbei als Orientierung dienen:

e Fiihrt man eine Messung unter identischen Bedingungen mehrmals durch oder nimmt
man eine Messreihe einer Groéfle unter Variation einer weiteren Grofie auf, die die
gesuchte Grofie direkt beeinflusst?

e Wie viele Messwerte sind iiberhaupt notwendig und in welchen Messbereichen sind
Messungen iiberhaupt sinnvoll?

e Wihlt man eine dquidistante Schrittweite oder passt diese an den Verlauf der Mess-
werte an?

e Miissen Kalibrierungen durchgefiihrt werden und wenn ja, in welchem Wertebereich?

e Miissen Einschwingvorgiange oder Temperaturgleichgewichte abgewartet werden und
wie konnen diese im Protokoll nachgewiesen werden?

e Sind Messapparaturen vor Messaufnahme zu Justieren oder Nulllagen einzustellen?
e Wie sind korrekte Justagen sicherzustellen?

e Gibt es Ableseunsicherheiten bzw. lassen sich Einstellunsicherheiten durch geschick-
tes Variieren ausloten?

e Wird die korrekte Messschaltung verwendet?

e Dass sich einige Messgerite/Versorgungsgerite erst einmal |, warmlaufen” miissen
wurde beachtet?

13



2.2. ALLGEMEINES ZU MESSUNSICHERHEITEN

Das Ziel der einzelnen Versuche des Physikalischen Praktikums ist die Messung einer phy-
sikalischen Grofe. Jede Messung ist jedoch mit Messunsicherheiten! behaftet. Dies fiihrt
dazu, dass das Ergebnis einer Messung nur iiber die Angabe eines Schdtzwertes und den
dazugehorigen Messunsicherheiten definiert ist?. Das Messergebnis wird also immer eine
Wahrscheinlichkeitsaussage sein und erfordert eine passende Interpretation.

2.2 Allgemeines zu Messunsicherheiten

Das Ergebnis der Messung einer physikalischen Grofle, der Messwert, ist unvermeidlich
mit einer Messunsicherheit behaftet. Der Messwert bzw. der aus mehreren Messwerten
berechnete Wert (Schétzwert) ist erst dann aussagekriftig, wenn die dazugehorige
Messunsicherheit bekannt ist.

Neben der Angabe eines Schitzwertes ist demzufolge ein zweiseitiges Intervall (Vertrau-
ensintervall) anzugeben, welches die Préazision dieser Schétzung in Form einer Wahrschein-
lichkeit, dem Vertrauensniveau, widerspiegelt. Das Vertrauensniveau gibt an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit bei wiederholter Durchfithrung des Experimentes der dann erhaltene
Schétzwert innerhalb des urspriinglich angegebenen Vertrauensintervalls liegt.

Messunsicherheiten sind zunéchst von groben Fehlern zu unterscheiden. Grobe Fehler
beruhen auf Irrtiimern, falschen oder nachléssigen Ablesungen, auf einem ungeeigneten
Mess- oder Auswerteverfahren oder auf starken dufleren Storeinfliisssen. Grobe Fehler lassen
sich vermeiden. Sie sind daher kein Gegenstand einer Berechnung von Messunsicherheiten.

Die unvermeidlichen im Zusammenhang mit der Messung stehenden ,,Fehlern” werden in
statistische (zuféllige) und systematische Messunsicherheiten unterteilt.

Systematische Messunsicherheiten entstehen beispielsweise durch

e Unvollkommenheit der  verwendeten Messgeréate und Messverfahren
(Auflosungsgrenze)

e Unvollkommenheit des Messgegenstandes (z.B. Inhomogenitéten)

e personliche Einfliisse des Beobachters und der Umgebung, die im Prinzip messtech-
nisch oder rechnerisch erfasst werden konnen.

Systematische Messunsicherheiten haben in Abhéngigkeit vom Messwert ein bestimmtes
Vorzeichen und einen bestimmten Betrag. Sie treten bei jeder Wiederholung der Messung
in gleicher Weise wieder auf. Daher konnen systematische Messunsicherheit im Prinzip,
d.h. sofern man sie kennt, korrigiert werden.

'Frither wurde hierfiir der Begriff Fehler verwendet.
2Siehe DIN 1319 ,,Grundlagen der Messtechnik®.
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2.2. ALLGEMEINES ZU MESSUNSICHERHEITEN

Statistische (zufillige) Messunsicherheiten haben eine Vielzahl von Ursachen und
sind ihrem Charakter nach voéllig unregelméaflig. Sie beruhen auf

e messtechnisch und rechnerisch nicht zu erfassenden und nicht zu beeinflussenden
Anderungen der Messanordnung, der Messgerite und des Messgegenstandes

e der begrenzten Schérfe der menschlichen Sinne

e unkontrollierbaren Verdnderungen der Umwelt.

Die zufélligen Messunsicherheiten schwanken regellos nach Betrag und Vorzeichen. So wird
beispielsweise eine Strecke bald zu kurz, bald zu lang gemessen, weil man den Nullstrich
des Mafistabes und den Anfang der zu messenden Strecke nie exakt zur Deckung bringen
kann und weil beim Schétzen der Zwischenwerte am Ende der Strecke Unsicherheiten
entstehen.

Um ein zuverléssigeres Resultat zu erhalten, ist die Messung moglichst oft und vor allem
unter identischen Bedingungen zu wiederholen. Aus den zufillig streuenden Messwerten
kann man mit Hilfe statistischer Betrachtungen geeignete Mittelwerte fiir die Messgrofie
und ihre statistischen Messunsicherheiten gewinnen. Die systematischen Messunsicherhei-
ten miissen gesondert betrachtet werden.

2.2.1 Behandlung von statistischen Messunsicherheiten

Eine physikalische Grofle werde als Stichprobe N-mal unter identischen Bedingungen ge-
messen. Die Messwerte seien zj, s,...,zxy. Man erhélt einen guten Uberblick iiber die
Messwerte, wenn man die Haufigkeit gewonnener Einzelwerte als Funktion der gemessenen
Grofle grafisch darstellt. Dazu unterteilt man den Wertebereich der gemessenen Grofie in
eine geeignete Anzahl von Intervallen Iy, ..., 1. (r < N) definierter Breite und bestimmt
die Anzahl Hy, ..., H, der Messwerte, die innerhalb der Intervalle I} mit (k = 1,2,...,7)
anzutreffen sind. Tragt man die Hy, jeweils iiber der Mitte des zugehorigen [, in Form eines
Séulendiagramms auf, so erhélt man die Haufigkeitsverteilung (Abb. 2.1). Zu erkennen ist,
dass sich die Messwerte um einen bestimmten Wert hiufen. Geringere Abweichungen von
diesem Wert erscheinen haufiger als grofiere.
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2.2. ALLGEMEINES ZU MESSUNSICHERHEITEN

Haufigkeitsverteilung nach Messung der GroBe x

x
20 | 304 30x
20, 20y

H(x)

Abbildung 2.1: Exemplarische Haufigkeitsverteilung aller nach 200 maliger Messung zufillig
erhaltenen Messwerte der Grofie z. Die zugrunde liegende Gau$-Verteilung (rot) ist gegeben
durch den Erwartungswert i, = 10 und der Standardabweichung (Einzelmessung) o, = 1.
Gekennzeichnet sind neben dem Erwartungswert auch die iiblichen Vertrauensbereiche von
lo,, 20, sowie 30,.

Das zugrunde liegende statistische Verhalten kann durch die Gaufische Glockenkurve be-
schrieben werden. Diese ist zunéchst als normierte Wahrscheinlichkeitsdichte f gegeben:

“+oo
IEPRER SR TS R PR

2
2102 203

Diese Funktion wird parametrisiert durch den Erwartungswert p, und die Standardabwei-
chung o,. Diese Parameter sind im Allgemein nicht bekannt und miissen durch die unten
beschriebenen Verfahren geschétzt werden. Um die Wahrscheinlichkeitsdichte mit der vor-
liegenden Héaufigkeitsverteilung vergleichen zu koénnen, muss von der kontinuierlichen in
eine diskrete Verteilung iibergegangen werden. Aus der Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt
sich die zu erwartende Haufigkeit im i-ten Intervall durch:
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2.2. ALLGEMEINES ZU MESSUNSICHERHEITEN

xi+Az/2
Hi=N-pi=N- / F (@ s 02) d ¢ N - (i o 02) - A
z;—Az/2

Die Grofle p; beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass im Intervall mit Index ¢ und
der Breite Az ein Messwert zu finden ist. Fiir geniigend schmale Intervalle, ldsst sich
Héaufigkeit H; ndherungsweise durch das Produkt von Wahrscheinlichkeitsdichte f fiir den
Wert z; (Intervallmitte), Anzahl der Messungen N und der gewihlten Intervallbreite Ax
berechnen. Die daraus resultierende Kurve ist rot in Abb. 2.1 dargestellt. Die sogenannte
Normalverteilung beschreibt die Verteilung der Messwerte, wenn diese Werte rein zuféllig
streuen und die Messungen stets unter identischen Bedingungen durchgefiihrt wurden.

Wie oben bereits erwiahnt, beschreibt der Parameter u, den Erwartungswert, der, sofern
keine systematischen Abweichungen vorliegen, dem (uns stets unbekannten) wahren Wert
entspricht. An der Verteilung ist zu erkennen, dass die einzelnen Messwerte beziiglich pi,
zuféllig streuen und aus der Breite der Verteilung, die durch die Standardabweichung be-
stimmt ist, gewinnen wir ein Maf fiir die statistische Unsicherheit fiir eine Einzelmessung.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert innerhalb eines der sogenannten Vertrauensbe-
reiche liegt, berechnet sich durch:

px+TO

br = / f(x;ux,ax)dx.

Uz —TO

Fiir die iiblichen Vertrauensbereiche (Abb. 2.1) gelten die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

Vertrauensbereich Intervall 7 Wahrscheinlichkeit p,
lo (e — Oyl +04] 1 68,3%,
20 [1e — 204, fle + 204] 2 95,0%,
30 (e — 304, pte + 30, 3 99,7%

Im Praktikum fiir Studierende der Physik ist ein Vertrauensniveau
von 68% zu verwenden.

Im Praktikum fiir Studierende mit Physik im Nebenfach ist ein
Vertrauensniveau von 95% zu verwenden.

Die Form und der Verlauf der Gauf3-Verteilung zeigt, dass grofler werdende Abweichungen
vom Erwartungswert immer unwahrscheinlicher werden, aber dennoch aus statistischer
Sicht nie mit Sicherheit ausgeschlossen werden kénnen.

Im Praktikum ist es i.d.R. gar nicht moglich, die Messung einer physikalischen Grofie so
oft zu wiederholen, bis die Haufigkeitsverteilung in guter Ndherung einer Normalverteilung
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entspricht. Man muss sich mit einer kleineren Anzahl von Messwerten (mindestens 10)
begniigen. Eine statistische Betrachtung der zufilligen Messunsicherheiten liefert jedoch
auch fiir diesen Fall brauchbare Niaherungswerte fiir die Parameter der Normalverteilung.
Der arithmetische Mittelwert & dient hierbei als optimaler Schétzer des Erwartungswertes

[

_ 1
T = Nle (2.1)

Die Grofle s, dient als optimaler Schéitzer der Standardabweichung o, fiir eine Einzelmes-
sung:

I )2
S2 = Al W1 ;(@ z)2. (2.2)
Die Standardabweichung beschreibt das symmetrisch um den Mittelwert gelagerte Intervall
[T — 4, T + s,], welches mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 68,3% mogliche Ergebnisse
von Einzelmessungen enthélt. Daraus lasst sich in Abhéngigkeit vom Vertrauensbereich
ein Maf fiir die zufillige Unsicherheit einer Einzelmessung Az, gewinnen:

Bachelor / Lehramt Physik: Aga = S, (68,3%)
Nebenfach Physik: AZgiar =2+ 5, (95,0%) .

Diese Grofe ist aufgrund endlicher Stichproben (N) selbst mit Unsicherheiten behaftet.
Fiir normalverteilte Messwerte gilt fiir die Standardabweichung der Standardabweichung;:
Sz

Ss, N (2.3)
Mit wachsendem Stichprobenumfang N geht also die Unsicherheit der geschétzten
Standardabweichung gegen null und die geschétzte Standardabweichung s, ndhert sich
dem entsprechenden Parameter der zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung o,
an.

Nun ist bei einer Stichprobe von N Messwerten der Mittelwert und damit auch dessen
Unsicherheit relevant. Die Standardabweichung des Mittelwertes ergibt sich durch:

Sz

1 N
= % A NV D) > (wi— 1) (2.4)

i=1

Diese sogenannte Standardabweichung des Mittelwertes geht ebenfalls mit wachsendem
Stichprobenumfang gegen null und zeigt damit, dass der Mittelwert dem Erwartungswert
immer ndher kommt. Sie dient in Abhéngigkeit vom gew#hlten Vertrauensniveau als Maf3
fiir die zufillige (statistische) Messunsicherheit des Mittelwertes Az, in folgender Wei-
se:
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S
Bachelor / Lehramt Physik: ATgat = Sg = — 68,3%
/ y tat \/N ( 0)
S
Nebenfach Physik: ATga =283 =2+ —= 95,0%) .
y tat N ( 0)

In einigen Fillen ist die Durchfithrung gréflerer Stichproben zeitlich nicht machbar. Um
dennoch einen brauchbaren Schatzwert fiir die statistische Messunsicherheit zu erhalten,
bietet sich die Durchfiihrung der Kleinst-Statistik an. Hierbei werden wenige Messwerte
aufgenommen und die Unsicherheit aus der halben Differenz von Maximal- und Minimal-
wert gebildet

Lmax — Lmin ‘ (25)

Kleinst-Statistik: Azga ~ 5

Bei Einzelmessungen bietet die Angabe der halben kleinsten Skalenteilung ein Maf fiir
die zufillige Ableseunsicherheit. Hinzu konnen noch weitere Unsicherheiten durch vor-
zunehmende Einstellungen kommen. Bei Messung mit digitalen Messgeriaten entfillt die
Unschérfe durch subjektives Ablesen. Da die Messwerte durch Zéhlen von Impulsen ge-
wonnen werden, die Genauigkeit durch die kleinste ablesbare Stelle begrenzt. Unter der
Annahme einer Rechteckverteilung mit einem Digit als halbe Breite und einer stabilen
Anzeige ergibt sich je nach Vertrauensbereich die folgende Digitalisierungsunsicherheit:

1
Bachelor / Lehramt Physik: Aga aig = —= - 1Digit

V3
Nebenfach Physik: AZgtaraig = 1Digit

Sollte die Anzeige schwanken, ist die Unsicherheit mit statistischen Verfahren zu bestim-
men. Bei Standardabweichungen von mehr als 3 Digit spielt die Digitalisierungsunsicherheit
praktisch keine Rolle mehr.

2.2.2 Behandlung von systematischen Messunsicherheiten

Systematische Messunsicherheiten fithren i.d.R. zu konstanten Messabweichungen, wenn
die Experimente unter identischen Bedingungen durchgefiihrt werden. Daran ist erkenn-
bar, dass systematische Messunsicherheiten nicht durch Anwendung statistischer Verfah-
ren reduziert werden kénnen - wohl aber mitunter durch geschicktes Messen bzw. durch
sinnvolle Wahl von Messbereichen verwendeter Messgerite. Die Ursache solcher Unsicher-
heiten liegt in der Unvollkommenheit von Messgerédten und Messbedingungen sowie in un-
geniigender Kalibrierung und ungenauen Einstellmoglichkeiten. Als ein besonderes Merk-
mal systematischer Messunsicherheiten ist die Korrelation von Messunsicherheiten dessel-
ben Messgerites. Korrelation von Messunsicherheiten bedeutet, dass Abweichungen z.B.
mit hoherer Wahrscheinlichkeit in dieselbe Richtung ausschlagen als in die entgegenge-
setzte. Es gibt keine einheitliche Strategie, systematische Messunsicherheiten zu erkennen.
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Mitunter bemerkt man systematische Abweichungen nur durch Vergleich mit genaueren
Messverfahren oder es zeigen sich Inkonsistenzen im statischen Verhalten der Messergeb-
nisse. Im Praktikum beziehen wir Informationen zu den systematischen Messunsicherheiten
aus den Angaben der Hersteller der gingigen Messgerite bzw. Vergleichsnormale. Die Her-
stellerangaben sind im Anhang dieses Skriptes aufgefiihrt. Dabei ist folgendes zu beachten:

Annahmen zur den Herstellerangaben: Da wir bei den statistischen Messunsicher-
heiten von einem bestimmten Vertrauensbereich (z.B. 1o bei Physik Bachelor/Lehramt)
ausgehen, sollte ebenso bei den systematischen ein analoger Vertrauensbereich betrachtet
werden. Das Konzept der Héufigkeitsverteilung ist bei systematischen Messunsicherhei-
ten allerdings durchaus fraglich, da das einzelne Messgerédt unter denselben Bedingungen
stets dieselbe uns unbekannte systematische Abweichung liefern sollte und damit keinen
wirklichen Wahrscheinlichkeitscharakter aufweist. Betrachtet man allerdings aus Sicht des
Herstellers eine grofle Anzahl von Messgriiten gleichen Typs, wobei jedes seine individuelle
systematische Abweichung hat, kommt in der Gesamtheit wieder eine statistische Kom-
ponente ins Spiel, die sich in einer entsprechenden Haufigkeitsverteilung niederschléagt. Da
nun die Haufigkeitsverteilung zu den systematischen Messunsicherheiten bezogen auf eine
Vielzahl baugleicher Messgerdte dem Nutzer nicht vorliegt, miissen hier Annahmen getrof-
fen werden. Als Konvention gehen wir mangels besseren Wissens von einer Gleichverteilung
aus, wobei die Herstellerangabe die halbe Intervallbreite beschreibt (Abb. 2.2).

AZE Hersteller

Ty

T

Abbildung 2.2: Angenommene Verteilungsfunktion (schwarz) fiir die Herstellerangaben von
Messgeriten. Die Herstellerangabe bezieht sich i.d.R. auf die Halbe Intervallbreite. Als
Messunsicherheit beziehen wir uns auf die Standardabweichung o der Gleichverteilung.

Mit der Standardabweichung dieser Gleichverteilung (Faktor 1/+/3) ergibt sich die syste-
matische Messunsicherheit zu:

1
Bachelor / Lehramt Physik: Agyst = 10gyst = —=ATHersteller
V3
) 2
Nebenfach PhySIk: A:L.S}’St = 2O-Syst = %AxHersteller ~ AxHersteller

Mehrere systematische Messunsicherheiten desselben Messgerétes werden entsprechend der
Regeln der Fehlerfortpflanzung kombiniert.
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2.3 Gauflsche Fehlerfortpflanzung

Der Schétzwert gy fiir eine physikalische Grofle y ist oft nicht direkt aus Messwerten dieser
Grofle bestimmbar, sondern muss indirekt aus Schétzwerten Zq,...,Zy anderer Groéfien
tiber einen mathematischen Zusammenhang §(Z1, ..., Zy) bestimmt werden. So kann zum
Beispiel der Widerstand R mit dem Ohmschen Gesetz R = U/I aus den Schétzwerten der
GroBen Spannung U und Stromstérke I abgeschétzt werden.

Die Messunsicherheit Ay der Groéfle y berechnet sich aus den Messunsicherheiten der
Groflen x; nach der Gaufischen Fehlerfortpflanzung:

N N
Ay= > % Q(Ax.)2+§ : % % o, z) (2.6)

Die Grundannahme hinter diesem Verfahren ist, dass die Messunsicherheiten klein genug
sind, damit die Messabweichungen in linearer Ndherung hinreichend gut beschrieben wer-
den konnen. Es ist weiterhin unabhéngig von der tatséchlichen statistischen Verteilung
der Messwerte giiltig und damit sowohl fiir statistische als auch systematische Messunsi-
cherheiten anwendbar. Die partiellen Ableitungen sind stets fiir die jeweiligen Schétzwerte
(Z1,...,Zn) zu berechnen. Die Doppelsumme im zweiten Summanden lauft iiber die Indi-
zes ¢ und j und nur, wenn ¢ und j verschieden voneinander sind. Der Term cov(z;, x;) ist
die Kovarianz der MessgroBen x; und x; und beschriebt, inwiefern die Messung der Grofie
x; die Messung der GroBe x; beeinflusst. Man spricht hier auch von Korrelation, wobei es
sich hier um eine Korrelation handelt, die durch die Messung oder durch das Messverfahren
erfolgt. Der sogenannte Korrelationkoeffizient p € [—1,1] berechnet sich durch:

cov(x;, x;)
p e AlL‘ZAZL'] ( )
Liegen Korrelationen vor, so ist der Korrelationskoeffizient von null verschieden und das
bedeutet, dass es beispielsweise wahrscheinlicher ist, dass die Messunsicherheiten der
GroBen x; und x; in die gleiche Richtung ausschlagen als in die entgegengesetzte (p > 0).

Mit Korrelation in diesem Zusammenhang ist nicht gemeint, dass sich, wie man bei obigem
Beispiel vielleicht denken konnte, die Stromstérke proportional zur Spannung verhélt.

Beziiglich des obigen Beispiels R = U/I ergeben sich die partiellen Ableitungen:

Ok _ 1
ou 1
or _ U
or I

Die Werte dieser Ableitungen sind jeweils fiir die Schétz- bzw. Messwerte fiir U und I zu
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bestimmen. Die Formel fiir die Messunsicherheit fiir R lautet demnach:
OR\ > ,  [OR\? ) OROR

= (Y vy s - 2<A1)2_2-%-COV(U,1).
1 I 1

In dieser Allgemeinen Form findet die Fehlerfortpflanzung in den ersten Semestern keine
Anwendung, da die Kovarianz der Messgrofien, oft nicht ohne weiteres bestimmbar ist. Da
sich allerdings statistische und systematische Messunsicherheiten i.d.R. beziiglich der Kor-
relation in bestimmter Weise verhalten, lassen sich gebrauchliche Vereinfachungen finden.

2.3.1 Fall 1: Messunsicherheiten sind unkorreliert

In der Regel sind statistische Messunsicherheiten unkorreliert. Auch systematische Mes-
sunsicherheiten kénnen als unkorreliert betrachtet werden, wenn die Messgrofien mit ver-
schiedenen Messgerdten gemessen werden. Fiir diesen Fall gilt:

cov(z,z;) =0 Vi#je[l,...,N]. (2.8)

Damit vereinfacht sich die Formel der allgemeinen Fehlerfortpflanzung zu:

Ay= Y (55)2 (Az;)?. (2.9)

i

Fiir unser Beispiel zum ohmschen Widerstand ergibt sich dementsprechend:

AR = \/(%)2 (AU)? + (—%)2 (AT,

2.3.2 Fall 2: vollstandig korrelierte Messunsicherheiten

Von vollstéandiger Korrelation spricht man, wenn der Korrelationskoeffizient gleich eins,
oder:

cov(z;, z;) = Ax; Ax; (2.10)

gilt. Dies fiihrt recht schnell zu einer weiteren Vereinfachung, die allerdings nicht ganz
unproblematisch ist.
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N 2 N
Jdy 2 dy Oy
Ay = \ Ez (5%‘)%% (Az;)” + ZE oz, —axj cov(z;, ;)
N 2 N
piy=1 Jdy 2 dy Oy
2= Z (8@-) B (Az)*+) 5, Bz, Az;Ax;

I
N
™

oY)

g
B

I
&

>
&
N——
(Y]

Das Problem dieser Annahme wird am besten mit obigem Beispiel klar. Es ergibt sich der
folgende Ausdruck:

1 U
TAU — ﬁAI

Insbesondere bei Differenzen und Quotienten kommen partielle Ableitungen mit entge-
gengesetzten Vorzeichen vor, die eben wie im Beispiel des ohmschen Widerstands dazu
fithren, dass sich Messunsicherheiten kompensieren konnen und die Gefahr einer Unter-
abschétzung besteht, wenn die Annahme tatséchlich nicht mit den gegebenen Messverfah-
ren vereinbar ist. Daher ist die Annahme der vollstdndigen Korrelation stets zu hinterfra-
gen und iiberzeugend zu begriinden. Derartige Korrelationen sind nur bei systematischen
Messunsicherheiten zu erwarten, z.B. bei:

AR =

e Wigung mit Balkenwaage und stets demselben Wagesatz

e stets konstanter Nullpunktabweichungen (Lineal mit der Null an der Auflenkante).

2.3.3 Fall 3: Messunsicherheiten mit unbekannter Korrelation

Gerade bei systematischen Messunsicherheiten kénnen Korrelationen vorliegen, die i.d.R.
unbekannt sind. Da Korrelationen durchaus zu einer Vergroflerung der Messunsicherheit
gegeniiber dem unkorrelierten Fall fiihren kénnen, ist es an dieser Stelle sinnvoll eine obere
Grenze zu finden, die alle Mdoglichkeiten der Korrelation einschlieft. Hierbei greifen wir
mit p € [—1,1] auf die folgende Ungleichung zuriick:

2 2 2 o PECLIL 2 2
a® 4 2abp + b° < a” 4+ 2|a||b||p] +b° < a4+ 2|al|b| + b7 = (Ja| + |b])". (2.11)

Mit dieser Ungleichung schétzen wir die Messunsicherheit nach oben ab und erhalten die
maximale Messunsicherheit:
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oy’ dy Oy
Ay = ) Az +2 =L cov(a,z;
y \Z( YY) a4 > 5a o)
N 2
dy
< Ax;
< (Sl
N
dy
Fiir unser Beispiel bedeutet dies:
1 U
AR = ‘jAU +'_ﬁA[

Aufgrund der Betrdge konnen sich die Teilunsicherheiten nicht wie im Fall 2 reduzieren.
Somit ist man immer auf der sicheren Seite, allerdings kann man hierbei Gefahr laufen, die
Messunsicherheiten zu iiberschétzen.

2.3.4 Besondere Regelungen fiir Lehramt Physik

Studierende des Lehramts Physik arbeiten im Grundpraktikum mit der folgenden Verein-
fachung:

e statistische Messunsicherheiten werden ausschliefllich als unkorreliert betrachtet (Fall
1)

e systematische Messunsicherheiten werden ausschliefSlich als unbekannt korreliert be-
trachtet (Fall 3).

2.3.5 Vereinfachung fiir Studienginge mit Physik im Nebenfach

Vereinfachend werden fiir jede Messgrofie die Gesamtunsicherheiten aus stat. und syst.
Messunsicherheit gebildet (20) und im Sinne der maximalen Unsicherheit fortgepflanzt. Es
gilt somit fir die Unsicherheiten der direkt bestimmten Messgrofien [z, ..., zn]:

Ax; = AZgar; + Adgysr; mit i=[1,..., NJ. (2.12)
Fiir die Messunsicherheit der indirekt bestimmten Messgrofie folgt:

N

Ay:Z

(2

dy

(2.13)

Dies entspricht dem Vorgehen fiir den dritten Fall.
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2.3.6 Logarithmisches Differenzieren

Sind die Messgrofien iiber Produkte oder Quotienten miteinander verkniipft, bietet es sich
an, die Formel der Messunsicherheit durch logarithmisches Differenzieren zu ermitteln, da
die Ableitung der Logarithmen in diesem Fall besonders einfach ist.

Betrachten wir hierfiir exemplarisch F' als Funktion der unsicherheitsbehafteten Mess-
groffen x und y. Fiir die Bestimmung der partiellen Ableitungen betrachten wir zunéchst
eine partielle Ableitung des Logarithmus von F' (Kettenregel):

OlnF  OlnFOF 10F
or  OF 0x Fox
Somit kénnen wir die partiellen Ableitungen in der Fehlerfortpflanzungsformel durch

oF oln F
—=F
ox ox

zunéchst substituieren:

OlnF > /9l F > 9InFOlnF
AF(a:,y):|F|-\/( ar; Ax) +( ar; Ay) +2 ar; ar; cov(z,y)  (2.14)

Der Vorteil dieses Verfahrens wird besonders bei Produkten von Potenzen deutlich. Neh-
men wir hierfiir an: F(z,y) = 2" - y™ - 2 dann folgt mit den partiellen Ableitungen die
entsprechende Fehlerformel exemplarisch fiir den unkorrelierten Fall.

Oln F

AF( - Az 2+ Ay 2+ Az\?
|F| x7y7z - mx ny pz
0z

In diesem Fall benttigt man also nur die relativen Messunsicherheiten der Messgrofien
und die Exponenten fiir das aufstellen der Fehlerformel. Weiterhin wird sofort ersichtlich,
dass die Messgroffen mit grofleren Exponenten ein deutlich stiarkeres Gewicht in der
Fehlerfortpflanzung aufweisen. Betrachtet man zusétzlich noch Korrelationen, so fithren
bei positiven Korrelation (Kovarianz > 0) Exponenten mit entgegengesetzten Vorzeichen
zu einer Verringerung der Messunsicherheit gegeniiber dem unkorrelierten Fall.

OlnF

ox
Oln F

dy

R NI

Allgemein ergibt sich somit fiir die relative Messunsicherheit fiir F':

AF OlnF )2 N OmFOInF

N
28 ) = oz 2.15
|F| (xla , L ) < ( axl axz aa:] COV(.T xj) ( )

1<j
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Beispiel: Bestimmung des Ohmschen Widerstands R durch Messung von Spannung U
und Strom I. Es gilt R = U' - I, In Abhiingigkeit von der Korrelation ergeben sich die
folgenden Formeln:

e allgemeiner Fall:
AR (AN AN vt
R| U I Ul
e Unkorrelierter Fall:
AR [(AUY’ (AL ?
R| U I
e vollsténdig korrelierter Fall:
AU _ AI
IR!
e unbestimmt korrelierter Fall (maximale Unsicherheit):

|R| ' ‘

Die gleichen Formeln bekommt man jeweils auf herkémmlichem Weg durch Ausklammern
von R.

2.4 Der gewogene Mittelwert

Bislang wurde bei der Mittelwertbildung stets angenommen, dass jeder Messwert derselben
Wahrscheinlichkeitsverteilung geniigt oder anders ausgedriickt aus derselben Grundge-
samtheit entstammt. Daher ist es auch vollkommen legitim, dass jeder einzelne Messwert
mit gleichem Gewicht zur Bildung des Mittelwerts beitrdgt. Im Folgenden soll es hingegen
um solche Fille gehen, bei denen jeder einzelne Wert unter anderen Bedingungen gemessen
wurde. Unterschiedliche Bedingungen bedeuten im Allgemeinen, die einzelnen Messwerte
unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen entstammen und fiir jeden Messwert x;
eine individuelle Standardabweichung o; existiert. Bei der Bildung des entsprechenden
Mittelwertes kommt es natiirlich darauf an, dass die genaueren Messungen mit einem
héheren Gewicht in die Bildung des Mittelwertes eingehen.

26



2.4. DER GEWOGENE MITTELWERT

Ohne es an dieser Stelle weiter zu begriinden, werden die folgenden Gewichtungsfaktoren
gewahlt:

damit die geringen Messunsicherheiten eine entsprechend héhere Gewichtung erfahren. Der
gewogene Mittelwert berechnet sich damit in folgender Weise:

Dass daraus bei homogener Gewichtung die bekannte Formel des arithmetischen Mittels
folgt, lédsst sich einfach zeigen. Die stat. Varianz des gewogenen Mittelwertes kann mittels
gaufscher Fehlerfortpflanzung bestimmt werden. Daraus ergibt sich:

N 2 N N
8 2 A 1 1
O':% = E (—a”) 0-12 = E wz 20'1»2 = ZZ w 5 = N = N1
i\ i (Zjv wj) (Zjv wj) 25V 2y 7

Auch bei dieser Formel wird schnell klar, dass bei homogener Gewichtung die zu erwartende
Varianz des Mittelwertes herauskommt. Dieser Ausdruck ergibt ein sinnvolles Maf fiir die
Varianz des gewogenen Mittelwertes, wenn die statistischen Verteilungen aller Messwerte
denselben Erwartungswert aber unterschiedliche Standardabweichungen haben. Da dieser
Ausdruck jedoch keine Information iiber die tatsdchlichen Messwerte enthélt, kann auch
keine Information {iber die tatséchliche Streuung der Messwerte bez. des Mittelwertes ge-
wonnen werden. Aus der tatsidchlichen Streuung kann man im Vergleich zu obiger Varianz
Schlussfolgerungen {iber mogliche systematische Abweichungen oder iiber die Konsistenz
von Varianz der Einzelmessung zur tatséchlichen Streuung ziehen. Aus diesem Grund un-
terscheidet man beim gewogenen Mittelwert zwischen zwei verschiedenen Maflen fiir die
Bestimmung der Varianz, die im Falle homogener Gewichtung identisch sind.

Unterscheidung nach Birge (1932)

Interne Konsistenz:

Sind die Abweichungen vom ,,wahren” Wert nur zufallsbedingt (und nicht durch systema-
tische Einfliisse) so wird der Satz an Messwerten als intern konsistent bezeichnet. In diesem
Fall bestimmt sich die Varianz des gewogenen Mittelwertes zu:

N
1 1
2 § :_2
Tint PR

Externe Konsistenz:
Alternativ kann man auch die gewichtete Varianz bilden, welche sowohl die mittleren Un-
sicherheiten als auch die Lagegréfien explizit einbezieht:
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24. DER GEWOGENE MITTELWERT

N
o _ 135w — p)?

ext N -1 va w :

Man iiberpriife schnell, dass sich im Falle von gleichen Messunsicherheiten die bekannte Va-
rianz des Mittelwertes daraus ergibt. Um keiner Unterabschétzung der Messunsicherheiten
zu erliegen, wird empfohlen, stets das Maximum von beiden Unsicherheiten anzugeben:

g

0, = Max(Ting, Text)-

Problematisch bei dieser Vorgehensweise ist jedoch der Umstand, dass statistische und
systematische Messunsicherheiten miteinander vermischt werden konnen, insb. dann,
wenn die Abweichungen der Messwerte aufgrund von systematischen Messunsicherheiten
hervorgerufen werden.

Das ist zunéchst nicht sonderlich zufriedenstellend, bietet aber eine Moglichkeit einer
Priifung der Messreihen auf Konsistenz.

Konsistenztest nach Birge (Z-Test)

Liegen keine systematischen Messunsicherheiten vor, so gilt fiir die Erwartungswerte der
Messgrofien:

E(x))=p Yie{l,...,N}
Im Grenzfall sehr grofler Werte fiir N folgt daraus:

2 2

Oint = Oext

Die Grofle Z mit

2 Ue2xt 1 Al 2
Zm=— = mzwi(xi_U)

Uint

liegt fiir nicht zu kleine N demnach mit einer Konfidenz von 1o in dem Streubereich:

Z e [1 —V2/(N —1),1+ 2/(N — 1)} .
Signifikante Abweichungen von 1 kénnen darauf hindeuten, dass

e cs sich um rein statistische Abweichungen handelt, deren Wahrscheinlichkeit jedoch
gering ist oder

o die statistische Messunsicherheiten falsch geschétzt wurden (Fehlerbalken) oder
e bislang unerkannte systematische Messunsicherheiten vorliegen

Bemerkung: Es lisst sich zeigen, dass die GroBe Z? #quivalent zu x? pro Freiheitsgrad ist
und sich hinter dem Z-Test eigentlich ein x2-Test fiir den gewogenen Mittelwert verbirgt.
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2.5. DAS GERUNDETE ENDERGEBNIS

2.5 Das gerundete Endergebnis

Allgemeines Vorgehen:

Die Zahlenwerte werden wissenschaftlich gerundet.
Die Messunsicherheiten sind mafigeblich fiir die Angabe von signifikanten Stellen.

Wir betrachten den Wert der Messunsicherheit und suchen von links beginnend die
erste von null verschiedene Stelle:

— Physik Bachelor und Lehramt (Empfehlung Particle Data Group)
% ist diese 4 ... 9, so ist SIE die zu rundende Stelle (eine signifikante Stelle)
x ist diese 1 ... 3, so ist die RECHTS daneben stehende die zu rundende Stelle
(zwei signifikante Stellen).
— Physik im Nebenfach (DIN 1333)
 ist diese 3 ... 9, so ist SIE die zu rundende Stelle (eine signifikante Stelle)

x ist diese 1 ... 2, so ist die RECHTS daneben stehende die zu rundende Stelle
(zwei signifikante Stellen).

Die Ergebniszahl und die Messunsicherheiten werden an gleicher Stelle gerundet.

Auch Messunsicherheiten werden wissenschaftlich gerundet, mit der Einschrankung,
dass nur abgerundet werden darf, wenn der dadurch entstehende Fehler nicht grofier
als 5% wird.

Relative Messunsicherheiten werden auf zwei signifikante Stellen gerundet (inkonsis-
tent in der Literatur).

Beispiel:

Ergebniszahl 9,812467 9,812467
Messunsicherheit 0,02123 0,04621
Messunsicherheit gerundet 0,021 0,05
Ergebnis 9,812 + 0,021 9,81 + 0,05

Hinweise fiir die Angabe getrennter Messunsicherheiten

e Bei unterschiedlichen Stellen von syst. und stat. Messunsicherheiten (Stud. Phy-

sik/Lehramt):
— entweder nach der kleinsten Messunsicherheit richten und die nicht signifikanten
Stellen der gréferen Messunsicherheit sowie der Messgrofie in Klammern setzen

— oder insb. bei Unterschieden von mehr als einer Gréfenordnung nach der
groferen Messunsicherheit richten und die kleinere nicht in das Endergebnis
aufnehmen (mit Begriindung).
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2.5. DAS GERUNDETE ENDERGEBNIS

Beispiel :
Ergebniszahl 9,812467
syst. Messuns. 0,03123
stat. Messuns. 0,00129
Ergebnis 9,812(5) £+ 0,0013 £ 0,031(2)

Ergebnis (alternativ) 9,812 £ 0,031 (stat. MU nicht beitragend, weil...)
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Kapitel 3

Ausgleichsrechnung

Die Ausgleichsrechnung hat zum Ziel, eine mathematische Beschreibung fiir einen
gegebenen Satz von Messdaten zu finden, welche die innewohnenden Abhéngigkeiten
optimal widerspiegelt. Da nun die einzelnen Messwerte stets statistischen Abweichungen
unterworfen sind, stellt sich die Frage, wie sich aus einer Vielzahl von Messungen der
statistische Charakter von den tatséchlichen physikalischen Gegebenheiten separieren
ldasst. Im Ergebnis steht ein mittlerer funktioneller Zusammenhang, dessen Parameter so
bestimmt werden, dass die resultierenden Abweichungen zu den Messdaten minimiert
und somit unvermeidbare statistische Abweichungen optimal ausgeglichen werden. Da
die angepasste Funktion auf einer Stichprobe endlichen Umfangs basiert, ist diese
zweifellos ebenso mit Unsicherheiten behaftet, die sich in Unsicherheiten der angepassten
Parameter manifestieren und damit vielmehr einen Konfidenzbereich definieren, der im
Idealfall den uns stets unbekannten wahren Zusammenhang mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit lokalisiert. Somit wird klar, dass es sich bei der Bestimmung der Parameter
nur um Schétzungen handeln kann, die mit wachsendem Stichprobenumfang besser werden.

Das Zuriickfithren groflerer Mengen Messdaten auf wenige Parameter einer Funktion wird
auch als Regression bezeichnet. Ist diese Funktion linear in den Anpassungsparametern, so
spricht man von linearer Regression. Im der Frithphase des Physik-Studiums soll im We-
sentlichen die Anpassung linearer oder linearisierter Zusammenhénge und die Schétzung
der entsprechenden Unsicherheiten sowohl auf grafischer als auch auf rechnerischer Weise
erlernt und vertieft werden. Bei Studiengingen mit Physik im Nebenfach erfolgt die
Anpassung nur grafisch. Im weiterfithrenden Physik-Studium wird die Anpassung auch
auf nicht-linearisierbare Zusammenhénge ausgeweitet.

Wichtig ist zu bemerken, dass es sich bei der Ausgleichsrechnung um ein rein statistisches
Verfahren handelt, was nur unter Einbeziehung ausschliellich statistischer Unsicherheiten
zu mathematisch abgesicherten Ergebnissen kommt und daher auch nur Aussagen iiber
statistische Unsicherheiten der angepassten Parameter erlaubt. Eine Behandlung von
systematischen Unsicherheiten muss demzufolge auf einem gesonderten Weg erfolgen.
Daraus ergibt sich zudem, dass ein rechnerischer Ausgleich unter Einbeziehung von
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Gesamtunsicherheiten (Nebenfach) i.A. keine aussagekriiftigen Ergebnisse liefern kann.
Als Ausweg bliebe in diesem Fall nur die Anwendung grafischer Methoden oder eine
saubere Trennung von statistischen und systematischen Unsicherheiten.

Riickblickend wird klar, dass bereits die Bestimmung eines Mittelwertes aus einer An-
zahl von Einzelmessungen unter identischen Bedingungen bereits den einfachsten Fall der
Ausgleichsrechnung markiert.

e Stand bisher: Mithilfe von Einzelmessungen, die alle denselben Wert liefern sollten,
wurde ein Schiatzwert inkl. Messabweichung bestimmt, der dem wahren am néchsten
kommt.

e Nun sollen Messungen einer Grofle y unter gezielter Variation einer unabhéngigen
MessgroBe x erfolgen und Wertepaare (x;, y;) aufgenommen werden. Diese beiden
Groflen stehen durch einen physikalischen Zusammenhang in Beziehung zueinander.

e Gesucht ist ein physikalisches Modell, das anhand weniger Parameter die Vielzahl von
Einzelmessungen beschreibt (,,data reduction”). Die Aufgabe besteht darin, diese Pa-
rameter einschliefllich statistischer und systematischer Abweichungen zu bestimmen.

e Im Anféngerpraktikum beschrinken wir uns auf den Ausgleich mittels linearer Funk-
tion, was bei nichtlinearen Zusammenhéngen nur bei moglicher Linearisierung an-
wendbar ist:

Messwerte nichtlinear = linearisiert linearer Ausgleich

(miT) — T=2m|T = T=dr’T (m;, T?)
p

@) pemen(s) = w(2)=2 (1m(2))

(Bi,a;)  a=arcsin(nsinB) = sin(a) =nsinf  (sin(f;),sin(qy))
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3.1. GRAFISCHER AUSGLEICH MITTELS LINEARER FUNKTIONEN

3.1 Grafischer Ausgleich mittels linearer Funktionen

Dieses Verfahren kann fiir alle linearen oder linearisierten Probleme sowohl im Haupt- als
auch Nebenfach angewandt werden. Es setzt voraus, dass man neben den Messwerten auch
die entsprechenden Messunsicherheiten der Messdaten ermittelt bzw. im linearisierten
Fall entsprechend transformiert hat. Benotigt wird Millimeterpapier, ein gut gespitzter
Bleistift und ein ausreichend langes und transparentes Lineal. Das grafische Verfahren
erscheint im digitalen Zeitalter etwas riicksténdig; dennoch steht es dem rechnerischen
Verfahren bei sorgfiltiger Arbeit nicht nach und erlaubt sogar in einfacher Weise die
Einbeziehung von Unsicherheiten von beiden MessgroBen!.

Zu bemerken ist, dass das im folgenden dargelegte Verfahren sich an den Erfordernissen
der Studiengéinge mit Physik im Hauptfach orientiert. Die davon abweichenden Spezifika-
tionen fiir Physik im Nebenfach werden im Abschnitt 3.1.3 dargelegt.

Zum allgemeinen Vorgehen:

1. Tragen Sie die Messwerte in ein Diagramm mit geeigneter Achseneinteilung ein. Diese
Einteilung sollte so gewiahlt werden, dass die Koordinaten der Messpunkte den gesam-
ten Bereich beider Achsen fiillen. Nehmen Sie bei nicht-linearen Zusammenhéngen
sofern moglich eine Linearisierung vor.

2. Zeichnen Sie sofern bekannt die statistischen Messunsicherheiten in Form von Feh-
lerbalken (+10) ein. Achtung: systematische Messunsicherheiten tragen nicht zu den
Fehlerbalken bei. Fiir Studiengéinge mit Physik im Nebenfach gelten hier andere Re-
gelungen (siche Abschn. 3.1.3).

3. Nach Augenmafl wird eine Ausgleichsgerade (y = a + bx) durch die Messpunkte
gelegt, sodass in etwa die Gesamtheit der (quadratischen) Abweichungen zwischen
den Messpunkten und der Geraden minimal ist - bei einer gut gewéahlten Skalierung,
sollte der Winkel der Gerade mit der Abszisse zwischen 30° und 60° betragen.

Die Festlegung der Ausgleichsgeraden entspricht analog der Bildung des Mittelwertes
aus einer Messreihe von Wiederholungsmessungen. Sollten die statistischen Unsicher-
heiten in den Messpunkten unterschiedlich sein, so tragen die kleineren Unsicherhei-
ten mit einem stéarkeren Gewicht bei. Dies entspréche einer Art gewogenen Mittelwer-
tes. Beachten Sie weiterhin, dass die Ausgleichsgerade nicht immer zwingend durch
null gehen muss.

4. Zeichnen Sie ein moglichst grofies Anstiegsdreieck ein und bestimmen Sie den An-
stieg sowie das Absolutglied der Ausgleichsgeraden. Kennzeichen Sie die abgelesenen
Werte.

'Die rechnerischen Standardverfahren setzen voraus, dass nur Messunsicherheiten der abhiingigen Va-
riable (vertikale Achse) relevant sind
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3.1. GRAFISCHER AUSGLEICH MITTELS LINEARER FUNKTIONEN

3.1.1 Grafische Ermittlung der statistischen Messunsicherheiten

Die statischen Unsicherheiten des Anstieges und des Absolutgliedes ergeben sich aus der
Streuung der Messpunkte beziiglich der Ausgleichsgeraden. Das Vorgehen besteht nun dar-
in, den Streubereich in Form eines +o-Unsicherheitsschlauchs, der die Ausgleichsgerade
umgibt, zu bestimmen und darin Geraden mit maximal und minimal moglichen Anstie-
gen (bmax bzw. byin) einzupassen und die zugehorigen Absolutglieder (amax bzw. amin) zu
ermitteln. Die Messunsicherheiten fiir die Parameter der Ausgleichsgeraden ergeben sich
naherungsweise wie folgt:

Aastat ~ 1 |amax - amin|

B

1 bmax - bmin

Abstat ~ 9 \/ﬁ

Der Term +/n in den Nennern trigt der Tatsache Rechnung, dass mit wachsender Anzahl
von Messpunkten in einer Messreihe, die statistischen Messunsicherheiten kleiner werden
miissen. Anders argumentiert, entspricht die Breite des Unsicherheitsbereich zunéchst nur
der Standardabweichung einer Einzelmessung - von Interesse ist aber die Standardab-
weichung der Mittelwerte. Da es sich um eine Néherung handelt, kann man bei wenigen
Messwerten (< 10) n & 1 setzen.

Fiir die grafische Bestimmung des Unsicherheitsschlauchs gibt es kein einheitliches Rezept,
da die Ausgangssituationen oft sehr verschieden sein kénnen. Wir betrachten exemplarisch
im Folgenden vier Félle und stellen die Vorgehensweisen im Einzelnen vor. Wir gehen davon
aus, dass die Messunsicherheiten in Ordinatenrichtung bestimmend sind. Sollten Unsicher-
heiten in Abszissenrichtung eine Rolle spielen, lasst sich dieses Verfahren verallgemeinern
(sieche Behandlung der systematischen Unsicherheiten).

Fall 1: Messunsicherheit konstant aber unbekannt

Fiir den Fall, dass geniigend viele Messwertepaare vorliegen (> 10) und unter der
Annahme, dass diese mit gleicher Standardabweichung beziiglich der Ausgleichsgeraden
schwanken, ist das folgende Vorgehen anzuwenden:

Fiir die Bestimmung der statistischen Messunsicherheiten wird die Ausgleichsgerade
symmetrisch nach oben und unten verschoben, sodass ca. 68% aller Messwerte (ohne Feh-
lerbalken) eingegrenzt werden (Abb. 3.1). In Abszissenrichtung ist dieser Bereich durch
den ersten und letzten Messwert eingegrenzt. In dem resultierenden Unsicherheitsbereich
werden Geraden des minimal und maximal moglichen Anstiegs identifiziert (Abb. 3.1).
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Grafischer Ausgleich und Bestimmung der stat. MU
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Abbildung 3.1: Durchfiihrung eines grafischen Ausgleiches und der Ermittlung des statis-
tischen Messunsicherheit im Anstieg und Absolutglied: Festlegung der Ausgleichsgeraden
(rot), Konstruktion des Unsicherheitsbereichs (gestrichelt) und Ermittlung der Geraden
des maximalen und minimalen Anstiegs (blau).

Hierbei sollte iiberpriift werden, dass die Grundannahme der gleichméfligen Statistik ins-
besondere bei den groflen Abweichungen konsistent zu den Messungen ist. Dabei sollten
im Mittel nur 5% der Messpunkte auflerhalb des 20-Bereichs liegen. Im vorliegenden Fall
liegt von den 13 Messpunkten 1 Wert auflerhalb 20. Dies ist statistisch mit einer Wahr-
scheinlichkeit von (bei p = 0,05, Binomialverteilung):

P(1 von 13 Messwerten auBerhalb 20) = (113) pH(1—p)*? =351%

moglich. In diesem Fall, stehen die Schwankungen der Messdaten beziiglich der Ausgleichs-
geraden nicht in einem offensichtlichen Widerspruch zur zugrundeliegenden Statistik,

obwohl die Wahrscheinlichkeit, dass keine Messwerte auflerhalb liegen, dennoch hoher ist
(siche Tab. 3.1).

Die Annahme der gleichen Statistik in jedem Messpunkt ist gerade bei Linearisierungen

oft nicht mehr zu rechtfertigen. In diesen Féllen muss die statistische Messunsicherheit fiir
jeden Messpunkt bestimmt werden und das folgende Verfahren angewandt werden.
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Fall 2: Messunsicherheit fiir jeden Messpunkt bekannt

Ist die statistische Messunsicherheit in jedem Messpunkt bekannt, kann i.d.R. die Kon-
struktion des Unsicherheitsschlauchs durchgefiihrt werden (Abb. 3.2). Fiir jeden Messpunkt
tragt man ausgehend von der Ausgleichsgeraden im Abstand von einer Fehlerbalkenldnge
den oberen und unteren Stiitzpunkt (blaue Kreuze) auf und gleicht mogliche Variationen,
die sich aus der Schitzung der Unsicherheiten ergeben konnen, durch Geraden aus (ge-
strichelt). Analog zum ersten Fall kénnen nun Geraden des maximalen und minimalen
Anstieges eingepasst werden.

Grafischer Ausgleich und Bestimmung der stat. MU
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Abbildung 3.2: Durchfithrung eines grafischen Ausgleiches und der Ermittlung des statisti-
schen Messunsicherheit im Anstieg und Absolutglied (gleiche Messpunkte wie in Fall 1, stat.
Messunsicherheit proportional zu x): Festlegung der Ausgleichsgeraden (rot), Konstruktion
des Unsicherheitsbereichs (gestrichelt) und Ermittlung der Maximal- und Minimalgeraden
(blau).

In diesem Fall wachst die statistische Messunsicherheit proportional zu x, was durchaus
eine Folge von Linearisierung sein kann. Auch hier kann schnell gepriift werden, ob etwa
68% der Messwertpunkte (ohne Fehlerbalken) im 1o Unsicherheitsbereich (gestrichelte
Geraden) liegen (in diesem Fall sind es 7 von 13). Weiterhin sollten auch Werte auBerhalb
von +2¢0 untersucht werden, die moglicherweise als Ausreifler in Betracht kommen. Da
sowohl die Léangen der Fehlerbalken als auch der Unsicherheitsbereich 10 entsprechen,
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erkennt man diese leicht anhand des fehlenden Uberlapps. Im vorliegenden Beispiel sind

es nun 3 von 13 Messwerten, die auflerhalb von 20 liegen. Dies ist statistisch mit einer
Wahrscheinlichkeit von (p = 0,05):

P(3 von 13 Messwerten auBerhalb 20) = (133) p’(1—p)'=21%

moglich. Dies erscheint im Vergleich zum vorherigen Beispiel deutlich unwahrscheinlicher.
Dennoch ist es nicht ausgeschlossen, dass sich die Abweichungen rein zufillig ergeben ha-
ben. Der weitere Umgang mit solchen Resultaten wird unten behandelt.

Fall 3: Umgang mit wenigen Messwerten

Mitunter kann es auch passieren, dass nur wenige Wertepaare (< 10) verfiigbar sind, die ei-
ner deutlichen Streuung beziiglich der Ausgleichsgeraden unterworfen sind (Abb. 3.3) und
selbst schwankende Messunsicherheiten aufweisen. Am ehesten ldsst sich eine Ausgleichs-
gerade unter Beriicksichtigung der Messunsicherheiten finden. Schwieriger gestaltet sich
die Frage nach den Messunsicherheiten. Die stark schwankenden Messunsicherheiten, er-
lauben keinen linearen Unsicherheitsschlauch, so dass im Sinne einer Maximalunsicherheit
lediglich durch Parallelverschiebung der Bereich erfasst werden soll, der alle Messpunkte
enthilt. Dies fiihrt natiirlich zu einer Uberabschétzung der statistischen Messunsicherheit
der Regressionsparameter, die zwingend zu diskutieren ist (siche unten).

Offenbar liegen in diesem Fall 2 von 6 Messwerten auflerhalb von 20, dies ist statistisch
mit einer Wahrscheinlichkeit (bei p = 0,05) von

P(2 von 6 Messwerten auerhalb 20) = (g) p*(1—-p)*=31%

moglich.
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Grafischer Ausgleich und Bestimmung der stat. MU
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Abbildung 3.3: Durchfiihrung eines grafischen Ausgleiches und der Ermittlung des statis-
tischen Messunsicherheit im Anstieg und Absolutglied (wenige Messwerte, streuende stat.
Messunsicherheiten): Festlegung der Ausgleichsgeraden (rot), Konstruktion des Unsicher-
heitsbereichs (gestrichelt) und Ermittlung der Maximal- und Minimalgeraden (blau).

8

Fall 4: Messpunkte liegen nahezu exakt auf der Ausgleichsgeraden

In einigen Féllen zeichnet sich schon nach wenigen Messungen ab, dass die Messpunkte
sehr gut vertrdglich mit einer Geraden sind, sodass die Konstruktion eines Unsicher-
heitsbereichs zeichnerisch nicht wirklich umsetzbar ist. Dies muss sich natiirlich auch
in der Geringfligigkeit der entsprechenden Fehlerbalken zeigen (siehe oben). Hierbei
ist die statistische Unsicherheit der gesuchten Parameter letztlich nur noch durch die
Zeichen-/Ablesegenauigkeit (halbe Kistchenbreite) begrenzt, die allerdings rechnerisch
erfasst werden sollte:

Seien (xg,yo) und (x1,y;) die Referenzpunkte fiir die Berechnung des Anstieges, so ergibt
sich beispielsweise der maximal mogliche Anstieg bei z¢ < 1 und yy < y; durch:

b Y1 Yo+ Ays
B —x — Az

(3.1)
Die kleinste Skaleneinteilung in x— und y—Richtung ist mit Ax, bzw. Ay, gegeben. Analoge
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Uberlegungen ergeben sich fiir den minimalen Anstieg.

Umgang mit groflen Messabweichungen (potenzielle Ausreifler)

In den obigen Féllen 2 und 3 wurden Messpunkte aulerhalb von 4+2¢ identifiziert, die sich
bei gegebener Anzahl der Messwerte mit nur geringfiigiger Wahrscheinlichkeit aus reinen
statistischen Schwankungen ergeben (Tab. 3.1). Trotz dieser Geringfiigigkeit kann damit
nicht ausgeschlossen werden, dass es sich um mogliche Schwankungen handelt, die mit der
Statistik vertrédglich sind.

In diesen Féllen muss abgeklédrt werden, ob diese Abweichungen tatsdchlich statistischer
Natur oder auf bislang unerkannte systematische Abweichungen zuriickzufithren sind.
Im Zweifelsfall miisste eigentlich die gesamte Messreihe wiederholt werden, was fiir
das Praktikum jedoch keine taugliche Losung ist. Vielmehr empfiehlt es sich, nur die
betreffenden Messpunkte mehrmals nachzumessen und den Mittelwert aus allen Werten
zu bilden.

Zeigt sich, dass die Mittelwerte innerhalb der entsprechenden doppelten Standardabwei-
chungen (Mittelwerte) beziiglich der Ausgleichsgeraden befinden, kann davon ausgegangen
werden, dass die groflen Abweichungen statistischer Natur sind. In diesem Fall wird
die lineare Regression mit den genauer gemessenen Messpunkten und deren statistische
Messunsicherheiten (Gewichtung) wiederholt.

Sollte ein Messpunkt mit grofien Abweichungen auch nach Wiederholungsmessungen au-
Berhalb des nun genauer bestimmten statistischen Unsicherheitsbereichs liegen, sind die
folgenden Uberlegungen anzustellen:

1. Sind grobe Messfehler unterlaufen?

2. Handelt es sich bei den groflen Abweichungen um bislang nicht beachtete systemati-
sche Abweichungen?

3. Ist die Annahme des linearen Verlaufs gerechtfertigt (andere Physik)?

Messpunkte, die trotz Wiederholungsmessung unerwartet grofie Abweichungen zeigen,
sind als Ausreifler kenntlich zu machen. Es ist zu iiberlegen, ob diese im Rahmen
eines erweiterten Modells in die Auswertung einbezogen werden koénnen oder von der
Auswertung ausgeschlossen werden miissen. In der Diskussion ist zu begriinden, warum
bestimmte Messwerte nicht in die Auswertung einbezogen wurden.

Zur Beurteilung, ob eine bestimmte Anzahl von Messwerten auflerhalb des 20 Bereichs mit
hoher Wahrscheinlichkeit zu erwarten sind, sind die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten

in folgender Tabelle (Tab. 3.1) dargestellt.
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Gesamtzahl Anzahl der Messwerte auflerhalb 2o
der Messwerte 0 1 2 3 4

1 0,95000 0,05000

2 0,90250 0,09500 0,00250

3 0,85738 0,13538 0,00713 0,00013

4 0,81451 0,17148 0,01354 0,00048 0,00001
5 0,77378 0,20363 0,02143 0,00113 0,00003
6
7
8

0,73509 0,23213 0,03054 0,00214 0,00008
0,60834 0,25728 0,04062 0,00356 0,00019
0,66342 0,27933 0,05146 0,00542 0,00036

9 0,63025 0,29854 0,06285 0,00772 0,00061
10 0,59874 0,31512 0,07463 0,01048 0,00096
11 0,56880 0,32931 0,08666 0,01368 0,00144
12 0,54036 0,34128 0,09879 0,01733 0,00205
13 0,51334 0,35123 0,11092 0,02140 0,00282
15 0,46329 0,36576 0,13475 0,03073 0,00485
17 0,41812 0,37411 0,15752 0,04145 0,00764
20 0,35849 0,37735 0,18868 0,05958 0,01333
30 0,21464 0,33890 0,25864 0,12705 0,04514
20 0,07694 0,20249 0,26110 0,21987 0,13598
100 0,00592 0,03116 0,08118 0,13958 0,17814

Tabelle 3.1: Wahrscheinlichkeiten (Binomialverteilung), dass eine bestimmte Anzahl von
Messpunkten auflerhalb von 20 liegt.

3.1.2 Grafische Ermittlung der systematischen Messunsicherhei-
ten

Zur Bestimmung der systematischen Messunsicherheiten geht man von der ermittelten Aus-
gleichsgerade f aus und konstruiert gem#f der Herstellerangaben (1/4/3 nicht vergessen!)
einen Unsicherheitsschlauch (Abb. 3.4). Im Grundpraktikum gehen wir davon aus, dass die
systematischen Abweichungen hochstens linear von der Ausgleichsgerade abweichen. Da-
her geniigt es, die beiden &ufleren Messpunkte (1, ;) und (x,,y,) fir die Bestimmung der
Stiitzpunkte P+ und P,+ des linearen Unsicherheitsschlauchs mithilfe der jeweiligen sys-
tematischen Messunsicherheiten zu betrachten. Um eine Unterabschétzung zur vermeiden,
sollte zwischen positivem und negativem Anstieg der Ausgleichsgerade wie folgt unterschie-

den werden (siche Abb. 3.4):

e positiver Anstieg der Ausgleichsgerade:

Pl:t = (xl + Axsyst,l; f('rl) + Aysyst,l)
Pn:t (xn =+ A:Bsystma f(xn) + Aysyst,n)
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e negativer Anstieg der Ausgleichsgerade:

Pl:l: = (xl + Axsys‘c,h f($1) + Aysyst,l)
Pn:l: - (xn =+ Axsyst,nu f(xn> =+ Aysyst,n)'

Die Ermittlung der systematischen Messunsicherheiten der Regressionsparameter erfolgt
wieder anhand von Geraden mit maximal und minimal méglichen Anstiegen. Hierbei un-
terscheiden wir zwischen verschiedenen Annahmen zur Korrelation. Die entsprechenden
Geraden verlaufen durch die folgenden Punkte

e vollstandige Korrelation: P,y und P, bzw. P, _ und P,_ (griin gestrichelt in
Abb. 3.4)

e unkorreliert: P, und P, _ bzw. P _ und P, ; (blau gepunktet in Abb. 3.4)

e korreliert in unbekannter Weise: P, ; und P, _ bzw. P, _ und P, ; (blau gepunktet
in Abb. 3.4)

Aus den entsprechenden Geraden ergeben sich die systematischen Messunsicherheiten wie
folgt:

1

Aasyst ~ §‘amax - amin’
1

Absyst ~ §<bmax - bmin)~



3.1. GRAFISCHER AUSGLEICH MITTELS LINEARER FUNKTIONEN

Grafischer Ausgleich und Bestimmung der syst. MU
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Abbildung 3.4: Ermittlung der systematischen Messunsicherheiten: Konstruktion des Unsi-
cherheitsschlauches (gestrichelt) ausgehend von der Ausgleichsgeraden (rot) - beispielhaft
fiir den Fall, dass die systematischen Messunsicherheiten mit wachsendem x linear anstei-
gen (z.B. Herstellerangaben fiir Spannungsmessung mit einem Voltmeter). Die gepunkte-
ten Linien entsprechen den Geraden mit maximal und minimal moglichen Anstiegen fiir
unkorrelierte oder in unbekannter Weise korrelierte Messwerte. Die Grenzgeraden (griin
gestrichelt) sind im vollsténdig korrelierten Fall zu verwenden.

10
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3.1.3 Vereinfachungen im Nebenfach

Der grafische Ausgleich erfolgt fiir die Studiengédnge mit Physik im Nebenfach in verein-
fachter Weise. So wie bei der Fortpflanzung von Messunsicherheiten, wird auch im Fall des
linearen Ausgleichs nur die Gesamtunsicherheit bestehend aus einem systematischen und
statistischen Anteil betrachtet. Wir gehen von einer Messreihe bestehend aus n Messwerten
der Messgrofen x und y mit deren Gesamtunsicherheiten Ax und Ay aus:

x| Ax |y | Ay
vy | Az |y | Ay
o | Ay | Y2 | Ay

Tn | Azy | Yn | Ayy

Die jeweiligen Messunsicherheiten beziehen sich auf einen Vertrauensbereich von 20 und
ergeben sich jeweils aus der Summe von statistischer und systematischer Messunsicherheit:

Az; = AZgtar; + Algyse; bzw.  Ay; = AYstari + AYsyse,; mit i =[1,...,n].

Die jeweiligen Gesamtunsicherheiten in z- und y-Richtung sind als Fehlerbalken darzustel-
len. Die weiteren Schritte des grafischen Ausgleichs erfolgen analog zu den Ausfithrungen
fiir die Physik-Studiengénge.

Grafische Ermittlung der Gesamtmessunsicherheiten

Die Unsicherheiten des Anstieges b und des Absolutgliedes a ergeben sich aus der Abwei-
chung der Messpunkte von der Ausgleichsgerade. Das Vorgehen besteht nun darin, den
Streubereich in Form eines Unsicherheitsschlauchs, der die Ausgleichsgerade umgibt, zu
bestimmen und darin Geraden mit maximal und minimal méglichen Anstiegen (byax, bumin)
einzupassen sowie die zugehorigen Absolutglieder (max, Gmin) Zu bestimmen. Die Gesamt-
messunsicherheiten fiir die Parameter der Ausgleichsgerade ergeben sich nédherungsweise
wie folgt:

Aa |amax - amin'
2
bmax - bmin
A ~ —/———
2

Ist die Messunsicherheit in jedem Messpunkt bekannt, kann i.d.R. die Konstruktion des
Unsicherheitsschlauchs durchgefiihrt werden. Dies ist im Folgenden schrittweise dargestellt:
Fiir jeden Messpunkt tragt man ausgehend von der Ausgleichsgerade im Abstand von
einer Fehlerbalkenlénge den oberen und unteren Stiitzpunkt (blaue Kreuze) auf und gleicht
mogliche Variationen, die sich aus der Schétzung der Unsicherheiten ergeben kénnen, durch
Geraden aus (gestrichelt). Analog zu den obigen Féllen konnen nun Geraden des maximalen
und minimalen Anstieges in den Unsicherheitsbereich eingepasst werden (siche unten).

Q
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Schritt 1: Durchfiihren des Geradenausgleichs
Grafischer Ausgleich
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Schritt 2: Konstruktion des Unsicherheitsschlauchs

Anhand des 7. Messpunktes (x7, y7) ist exemplarisch gezeigt, dass ausgehend von der Aus-
gleichsgerade (blauer Punkt) in vertikalem Abstand von Ay; und in horizontalem Abstand
von Az; ein unterer bzw. oberer Stiitzpunkt symmetrisch aufgetragen wird (blaue Kreuze).
Bei negativem Anstieg ist das Vorgehen analog.

Konstruktion des Unsicherheitsbereichs
]_4 T T T T

T
I

13

y/1y]

12

1 | | | | | | | | |
04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09
z/[a]

Dies wird nun fiir eine hinreichende Anzahl von Messpunkten durchgefiihrt (blaue Kreuze)
und im oberen sowie unteren Bereich jeweils mit einer Gerade ausgeglichen (blau gestri-
chelt).
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Grafischer Ausgleich und Bestimmung der Messunsicherheiten
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In dem sich ergebenden Unsicherheitsbereich sollten 95% aller Messwerte (ohne Fehlerbal-
ken) liegen. Im vorliegenden Beispiel befindet sich einer von 13 Messwerten auflerhalb. Aus
Tab. 3.1 ist zu entnehmen, dass dies mit einer Wahrscheinlichkeit von 35,1% statistisch
moglich ist. Wahrscheinlicher (51,3%) wére es jedoch, wenn alle Messwerte in diesem Be-
reich liegen. Eine Wiederholungsmessung des betreffenden Messpunktes sollte daher eine
kleinere Abweichung liefern. Ist dies nicht der Fall, handelt es sich um einen Ausreifler,
der als solcher kenntlich gemacht werden muss und nicht in der Auswertung beriicksichtigt
werden darf. Die genaueren Umstédnde eines solchen Ausreifiers sollten in der Diskussion
erklart werden.

Bestimmung der Maximal- und Minimalgeraden

In dem oben konstruierten Unsicherheitsbereich sollen nun die Geraden mit maximal und
minimal moglichen Anstiegen eingepasst werden. Dabei sind zwei Félle zu unterscheiden:

1. Messwerte, die vorwiegend statistisch (regellos) von der Ausgleichsgerade abweichen:
Hierbei sind Geraden mit den tatsédchlich maximalen und minimalen Anstiegen zu
verwenden (blau, durchgezogen).
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Grafischer Ausgleich und Bestimmung der Messunsicherheiten
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2. Bei eher systematisch dominierten Gesamtmessabweichungen ist eine regellose Streu-
ung um die Ausgleichsgerade i.d.R. nicht erkennbar. In diesem Fall sind die den
Unsicherheitsbereich begrenzenden Geraden zu verwenden (blau, durchgezogen).

Grafischer Ausgleich und Bestimmung der Messunsicherheiten
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Sollte nicht offensichtlich sein, ob statistische oder systematische Abweichungen
iiberwiegen, ist grundsétzlich der erste Fall anzuwenden.
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3.2 Rechnerischer Ausgleich mittels linearer Funktio-
nen

e Wir nehmen im Rahmen des Grundpraktikums an, dass die Messunsicherheiten der
Messwerte x; vernachléssigbar klein sind. Sollte das nicht der Fall sein, muss das
entsprechend protokolliert (Fehlerbalken in der grafischen Darstellung) werden.

e Weiterhin nehmen wir an, dass die statistische Streuung der Messwerte Gauflvertei-
lungen unterliegen jeweils mit den gegebenen zufilligen Messabweichungen als ent-
sprechende Standardabweichungen.

e In Einzelfillen kann angenommen werden, dass die Standardabweichung in jedem
Punkt identisch und damit direkt aus der vorliegenden Messreihe bestimmbar ist.

e Nach Bestimmung der Parameter und deren statistische Messabweichungen werden
die systematischen Abweichungen unter Beriicksichtigung moglicher Korrelationen
ermittelt.

3.2.1 Ausgleichsrechnung unter vereinfachenden Annahmen

Wir betrachten eine Messreihe bestehend aus n Messwertepaaren der folgenden Art:

x Y | AlYstat
1 | Y% Ay
T2 | Y2 Ays
Tn | Yn | Ayy

Weiterhin zeige eine grafische Darstellung, dass ein linearer Zusammenhang zwischen den
Messgroflen  und y besteht, wodurch die Wahl der Funktion y = a + bx zur Anpassung
zweckmafig ist.

Unter der Annahme, dass die gemessenen y-Werte Stichproben aus Verteilungen mit glei-
chen Standardabweichungen représentieren - also jeweils dieselben statistischen Messun-

sicherheiten aufweisen, lassen sich die Parameter fiir Absolutglied ¢ und Anstieg b durch
Minimierung der folgenden Funktion f ermitteln:

f= Z — (bx; + a))* — min. (3.2)

Da die Annahme gleicher statistischer Messunsicherheiten in der Regel z.B. aufgrund von
Linearisierung nicht erfiillt ist, miissen die einzelnen Beitrége zu obiger Summe gewichtet
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werden, so dass Messwerte mit groflerer Unsicherheit mit kleinerem Gewicht eingehen. Dies
erfolgt mit den Standardabweichungen Ay;

f= Z qu:/l +a)’ — min. (3.3)

7

Mit den Gewichten w; = A_y? fithrt das Nullsetzen der entsprechenden partiellen Ableitun-
gen auf ein lineares Gleichungssystem:

% = szyz wazxz 'Zwi = (3.4)
% = Zwl Tl — walw —-a- Zwﬂ:z =0. (3.5)

Die Losung dieses Gleichungssystems ergibt Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter:

ZZ W Z? Wiy — D5 Wiy Zj W;Yj
Dok we Y wiry — (3, wimy)?
Z WiY; Z w] Z W;Ts Z W;T;Y;

e S S T Bty A Ll

(3.6)

Mit den folgenden Konventionen lésst sich eine iibersichtlichere Form finden:

A12 - wW; T4 n
ZZ': CQ = Z W;Y; X5
AQZ = Z wzx? D = A11A22 — A%2

1
b - 5(021411—011412) (38)

1
a = 5(01A22_02A12) (39)
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Anhand dieser beiden Gleichungen erfolgt die Schitzung des Anstieges b und des Abso-
lutgliedes a. Die entsprechenden Summen kénnen mittels Tabellenkalkulation berechnet
werden. Wie berechnet man nun die zufilligen und systematischen Messunsicherheiten
dieser Parameter?

3.2.2 Berechnung von zufilligen Messunsicherheiten der Regres-
sionsparameter

Fiir die Berechnung der zufilligen Messunsicherheiten miissen wir aus Griinden der
Praktikabilitat in den Grundpraktika vereinfachende Annahmen treffen:

1. Messunsicherheiten nur in y-Richtung tragen bei

2. Messunsicherheiten sind unkorreliert

Damit lésst sich die allgemeine Fortpflanzungsformel

" (OF\® "\ OF OF
AF 2= Ay? — Y 1
( (yla 7yn)) ZXZI: (ayz) Yi + - ayl 8y] COV(yla y]) (3 O)

umschreiben als:

(AF(y1, . yn))? = Z (aF) Ay?. (3.11)

=1

Bemerkung: Die Fehlerfortpflanzung gilt zunéchst nur als lineare Ndherung. Da die
Regressionsparameter hier nur linear von den y-Messwerten abhéngen, gilt die Fehlerfort-
pflanzung in diesem Fall sogar exakt.

Die Abweichungen der y-Werte von der Ausgleichsgeraden werden als zuféllig angenommen
und die Standardabweichung der jeweiligen Verteilungen als bekannt vorausgesetzt. Nun
wenden wir die Fortpflanzungsformel (Gl. 3.11) auf die Bestimmungsgleichung fiir den
Anstieg b (Gl. 3.6) an (F' = b). Mit den partiellen Ableitungen

O = pAnwizi — A 12

ergibt sich fiir das Quadrat von Ab
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Ab?

"1 1
Z E(Allwiwi - Alzwi)QEi

"1
> E(Aiwﬁ?? — 2AnApwiz; + Afyw;)
=1

1

E(A%v‘bz — 241143, + AL An)
1

ﬁAll (AIIAQQ - A12)

An )

Au 3.13
D (3.13)

Als néchsten Schritt wenden wir die Fortpflanzungsformel (Gl. 3.11) auf die Bestimmungs-
gleichung fiir das Absolutglied a (Gl. 3.7) an (F' = a). Mit den partiellen Ableitungen

2
da Wi Y WHTT — Wiy Y Wi 1

= _(AQQwi — Algwiﬂfi) (314)

Ay Spwe o wia? — (D, wiw)? D
ergibt sich fiir das Quadrat von Aa

Aa®

n aa2 )
§:<8y) A

i=1 v

"1 1
Z ﬁ(AQQU]i - Alﬂ%%‘fa

i=1

1
Z ﬁ(A;wz — 2A22A12wixi + A%2U)ZI?)

=1

1
ﬁ(A§2A11 - 2A22A%2 + A%QAQQ)
1
ﬁAm (A1 Agg — A%QZ
=D
A
%' (3.15)

Zusammenfassend ergeben sich die folgenden Formeln der Messabweichungen fiir b und a,
welche im Praktikum fiir die Behandlung von zufélligen Messunsicherheiten im Rahmen
der Linearen Regression Anwendung finden sollen:
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N /An B Z? W;
e \/Z? w; Yoy wery — (325 wiry)? (3.16)

Agy > wi]
Adgay = 4/ = = = - 1
e D \/Zi w; Y o wizy — (307 wizi)? (3.17)

Fiir die Bestimmung der Messunsicherheiten miissen also lediglich die Ausdriicke A1, Ago
und D (Determinante) berechnet werden.

Wichtige Bemerkung: Die stat. Unsicherheiten von a und b sind korreliert, was bei
weiterfithrenden Berechnungen beriicksichtigt werden muss. Der entsprechende Ausdruck
fiir die Kovarianz lisst sich im Rahmen der y2-Methode bestimmen und lautet

cov(a,b) = —E. (3.18)

Offensichtlich zeigt sich fiir positive Anstiege im ersten Quadranten ein entgegengesetzt
korreliertes Verhalten.

Problem bei widerspriichlichen Daten

Anhand der in Abb. 3.3 dargestellten Messpunkte soll im Weiteren auf ein Problem des
rechnerischen Ausgleichs hingewiesen werden. Als Grundannahme wurde vorausgesetzt,
dass es sich um GauB-verteilte Zufallsvariablen handelt, die mit den entsprechenden Stan-
dardabweichungen (o; = Ay;) beziiglich der Ausgleichsgeraden streuen. In der linken Dar-
stellung von Abb. 3.5 ist dies mit hoher Wahrscheinlichkeit erfiillt, da 6 von 6 Messwerten
innerhalb des 20-Bereichs liegen (nach Tab. 3.1 mit 73,5%) und die statistischen Messun-
sicherheiten (blau gestrichelt) sind somit plausibel. Insofern sind die tatsédchlichen Abwei-
chungen der Messdaten konsistent zur den Fehlerbalken.
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Konsistente Daten Inkonsistente Daten
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Abbildung 3.5: Lineare Regression (rechnerisch) mit identischen Messwerten aber unter-
schiedlichen Messunsicherheiten: Fall 1 (links): Konsistente Daten (alle Messwerte inner-
halb 20) liefern realistische Maximal- und Minimal-Geraden (gestichelt). Fall 2 (rechts):
Inkonsistente Daten liefern zu geringerfiigig abweichende Maximal und Minimalgeraden.

In der rechten Darstellung sind die Fehlerbalken aus didaktischen Griinden herunter
skaliert, sodass 2 von 6 Messwerten auflerhalb von 20 liegen. Hier trifft dies nur noch
mit einer Wahrscheinlichkeit von 3,1% zu. Obwohl die Ausgleichsgerade unter Verwen-
dung der entsprechenden Gewichtung moglicherweise richtig berechnet wurde, ist die
Berechnung der Messunsicherheit in diesem Fall zweifelhaft. Der Widerspruch ergibt
sich daraus, dass die relativ groflen Abweichungen beziiglich der Ausgleichsgeraden im
Missverhéltnis zu den Fehlerbalken stehen. Daher sind in diesem Fall obige Mafinahmen
zum Umgang mit grolen Messabweichungen zu ergreifen. Hier sind die tatsédchlichen Ab-
weichungen der Messdaten mit hoher Wahrscheinlichkeit inkonsistent zur den Fehlerbalken.

Die folgenden Regressionsparameter wurden ermittelt:
Konsistent:
b = 5,268+£0,916
a = 8999+0,614
Inkonsistent:
= 5,268 £ 0,366
a = 8,999+ 0,246

52



3.2. RECHNERISCHER AUSGLEICH MITTELS LINEARER FUNKTIONEN

Sowohl Anstieg als auch Absolutglied stimmen iiberein. Die Messunsicherheiten fiir die
Inkonsistenten Daten sind kleiner, obwohl die tatsdchlichen Abweichungen signifikanter als
im konsistenten Fall sind.

Annahme: Konstante aber unbekannte Messunsicherheiten in y-Richtung

Nicht selten kommt es vor, dass die zufélligen Messunsicherheiten fiir alle Messwertepaare
gleich sind, wenn es sich beispielsweise um das Ablesen von Skalen oder Reaktionszeiten
handelt. Zusammengefasst gehen wir nun von den folgenden Annahmen aus:

1. Messunsicherheiten nur in y-Richtung tragen bei
2. Messunsicherheiten sind unkorreliert

3. Messunsicherheiten sind konstant Ay; = Ay = s.

In diesem Fall ldsst sich die gemeinsame Abweichung der y-Werte zur Ausgleichsgeraden
statistisch erfassen (vgl. Fall 1 im grafischen Ausgleich):

n

> (i — (a+ bxy))>

i=1

1
n—2

s=Ay; =

Es handelt sich hier um eine modifizierte Standardabweichung bezogen auf eine Einzel-
messung. Die 2 im Nenner deutet auf den Umstand hin, dass wir durch die Berechnung
der Parameter a und b zwei Freiheitsgrade verlieren. Anders ausgedriickt: Durch zwei
Messwertepaare ist eine Gerade eindeutig festgelegt, so dass es zu keiner Abweichung
kommen kann. Fiir die Berechnung der Standardabweichung sind Anstieg und Absolutglied
erforderlich:

1
5(02/111 — C1Ap) (3.19)

1
a = 5(011422-021412) (320)

Nach entsprechender Fehlerfortpflanzung ergibt sich:

A11 n
A = =5 21
e = B = 2

Ao P
Algar = — =35 - ot - 3.22
R \/nzkxi—@w (3.22)
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3.2. RECHNERISCHER AUSGLEICH MITTELS LINEARER FUNKTIONEN

Fiir den Fall, dass = mit konstanter Schrittweite aufgenommen wurde (xp = k - z; mit

k=1,...,n), vereinfachen sich die Ausdriicke weiter:
12
Abgat = S- 3.23
tat S ZL’% . n(n2 _ 1) ( )
2(2n + 1)
Adasta 3.24
stat n(n —1) (3:24)

Fiir x1 = 1 ist x eine reine Zihlgrofle.

3.2.3 Berechnung von systematischen Messunsicherheiten der
Regressionsparameter

Die Berechnung der systematischen Messunsicherheiten erfolgt nach dem Vorgehen in

Abb. 3.4. Nehmen wir an, dass der systematische Unsicherheitsschlauch durch die Punkte

Py, P,_und P, ., P, _ definiert ist. Weiterhin unterscheiden wir auch hier zwischen dem

vollstéandig korrelierten Fall und dem unkorrelierten bzw. unbekannt korrelierten Fall.

Die Betrachtungen erfolgen fiir einen positiven Anstieg. Negative Anstiege werden analog
behandelt. Die Funktion f beschreibe die Ausgleichsgerade.

Fiir die Unsicherheit des Anstiegs folgt:

e vollstiandig korreliert (griin gestrichelt in Abb. 3.4):

. Yn+ — Y1,+ - f(il?n) - f(ml) + (Ayn,syst - Ayl,syst)

b — —
e Tn,— — T1,— Ty —T1 — (Axn,syst - A:El,syst)

b o yn,— - ?/1,— _ f(xn> - f(xl) - (Ayn,syst - Ayl,syst)
m Tn+ — L1+ Tp — T1 + (Axn,syst - Axl,syst)

Hier erkennen wir, dass die Anstiege by, und b,;, dquivalent sind, wenn die syste-
matischen Messunsicherheiten fiir alle Messpunkte gleich sind und die Annahme der
vollstédndigen Korrelation gilt.

e unkorreliert / unbekannt korreliert (blau gepunktet in Abb. 3.4):

yn,Jr - yl,f - f(xn) - f('rl) + (Ayn,syst + Ayl,syst)

bmax = =
Tp,— — L1+ Ty —T1 — (A:Un,syst + Axl,syst)
b ) yn,f - y1,+ _ f(xn) - f(wl) - (Ayn,syst + Ayl,syst)
e Tp+ — T1,— Ty — T1 + (Axn,syst + Axl,syst;)
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3.2. RECHNERISCHER AUSGLEICH MITTELS LINEARER FUNKTIONEN

Die systematische Messunsicherheit des Anstiegs ergibt sich somit durch:

1
Absyst = §<bmax - bmin>'

Das Absolutglied berechnet sich durch:

a =1y, — bxy.

Fiir die Unsicherheit des Absolutgliedes folgt:

e vollstindig korreliert:
Amax = f(xl) + Ayl,syst - bmax(xl - Axl,syst)
Amin = f(xl) - Ayl,syst - bmin('rl + Axl,syst)-
Mit byax und by, fiir p = 1 ergibt sich fiir die systematische Unsicherheit:

1

Aasyst,p:l = _‘amax - amin| = Ayl,syst +
2

bmax + bmin

92 ) Axl,sys‘c - Absystxl .

e pF£1:

Amax — f(x1> - Ayl,syst - bmax(ml + Axl,syst)
Amin = f(x1> + Ayl,syst - bmin(xl - Axl,syst)

Mit byax und by, fiir p # 1 folgt fiir die systematische Unsicherheit:

1 bm X + bmin
Aa/syst,p;fﬂ = §|amax - amin| = ‘Ayl,syst + <3T> Axl,syst + Absystxl .
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3.3. DIE x>-METHODE ZUR ALLGEMEINEN KURVENANPASSUNG

3.3 Die Y?>-Methode zur allgemeinen Kurven-
anpassung

Die Formeln fiir den rechnerischen Geradenausgleich in Abschn. 3.2 basieren auf der Mi-
nimierung einer Funktion, die im Folgenden als x? bezeichnet wird, die die gewogenen
quadrierten Abweichungen der Messwerte y; zur einer allgemeinen Zielfunktion f(x;;a)
beschreibt, welche durch einen Satz von Parametern a = [ay,. .., ay| bestimmt wird. Im
Falle des Geradenausgleichs besteht dieser Satz aus zwei Parametern. Wir betrachten den
folgenden experimentellen Datensatz:

T Agia Y AYstat
X A:L'stat,l n Aysta‘c,l
X2 Axstat,Z Y2 Aystat,Q

TN Axs‘caﬂ:,N YN Ays‘camt,N

Wir gehen von den folgenden Grundannahmen aus:

e Die Messwerte y; mit ¢ € [1,..., N] sind gauiverteilte Zufallsvariablen mit den Er-
wartungswerten £[y;] = f(x;,a) und den Standardabweichungen o; = Aygtat.i-

e Die stat. Messunsicherheiten sind unkorreliert cov(y;, y;) = d;;07.

e Die stat. Messunsicherheiten der unabhéngigen Variable sind nicht relevant, d.h.
Ay > f'(x,a)Ax.

Unter diesen Annahmen lautet die zu minimierende Funktion:

gty

Die optimalen Parameter a erhalten wir durch:

ox?

8@1-
Ist die Zielfunktion f linear in den Anpassungsparametern a so fithrt das Nullsetzen aller
partiellen Ableitungen von y? auf ein lineares Gleichungssystem, das bei einer geniigend
groflen Anzahl von Messwerten im Prinzip durch Inversion der Koeffizienten Matrix gelost
wird. Ist die Funktion nicht-linear in den Anpassungsparametern, bleibt nur, die Funktion
zu linearisieren oder auf numerische Methoden zuriickzugreifen.

—0 Vie[l,...,N].

Die Bestimmung der Kovarianz der Anpassungsparameter erfolgt mithilfe der inversen
Hesse-Matrix von x? in der folgenden Weise:

56



3.3. DIE x>-METHODE ZUR ALLGEMEINEN KURVENANPASSUNG

92y 2 92y 2 92y 2 -1
8(1 Oaj0ag T Oa10apns
82 2 82X2 82X2
da1d da2 " Bagd
cov(ag,a;) =2- | “97% E aecant
82.X2 aQ.XQ ' 82.X2
dan0ar OapOaz da3, kel

Ist die Zielfunktion f linear in den Anpassungsparametern, so ist die Hesse-Matrix
von x? dquivalent zur Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems, wodurch die
Bestimmung der Unsicherheiten keine zusétzlichen Rechenschritte bedarf.

Der Konfidenzbereich der Ausgleichskurve bestimmt sich durch Fehlerfortpflanzung:

of 0
Ay = \/E cov( ak,al)aafk (%{
J

kil

Ay beschreibt die halbe Breite des lokalen lo-Konfidenzintervalls beziiglich der Aus-
gleichskurve und ist analog zur Standardabweichung des Mittelwertes einer Serie von
Einzelmessungen zu verstehen.

Zur Beurteilung der Giite der Anpassung wird oft die GroBe x? pro Freiheitsgrad betrachtet.
Da die GroBe x? aus Stichproben gebildet wird, ist diese zwangsliufig statistisch verteilt.
Die zugehorige Verteilungsfunktion ist die y2-Verteilung. Von dieser Verteilung sind Er-
wartungswert £ und Varianz V bekannt:

X = n

VIX’] = 2n,
wobei n die Anzahl der Freiheitsgrade beschreibt, welche durch Differenz der Anzahl der
Messwerte N und der Anzahl der anzupassenden Parameter M bestimmt: n = N — M. Da-

her erwarten wir im Grenzfall unendlich vieler Stichproben aus derselben Grundgesamtheit,
dass

Ex?] _ _m
Freiheitsgrad N — M
ist. Der Wert fiir x? pro Freiheitsgrad einer Stichprobe sollte mit einer (1o)-Konfidenz im

Intervall von
e e e
Frelheltsgrad

zu finden sein. Falls dies nicht zutrifft, sind die berechneten statistischen aber auch
systematischen Messunsicherheiten der Anpassungsparameter in Zweifel zu ziehen.

=1
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3.3. DIE x>-METHODE ZUR ALLGEMEINEN KURVENANPASSUNG

Sollte der Wert fiir x? pro Freiheitsgrad signifikant grofer als 1 sein, so konnte das ein
Hinweis auf systematische Unsicherheiten oder auf ein unzureichendes physikalisches
Modell sein, was sich darin zeigen kann, dass die Messpunkte eher systematisch von
der Ausgleichskurve abweichen. Anhand des systematischen Unsicherheitsbereichs kann
in diesem Fall geklart werden, ob derartige Abweichungen durch die bekannten oder
moglicherweise unbekannte systematischen Unsicherheiten zu verstehen sind. Es kann
aber auch vorkommen, dass die zufilligen Unsicherheiten der Messpunkte unterschéitzt
wurden. Hier wiirde man eher eine zu grofle regellose Streuung der Messwerte beziiglich
der Ausgleichskurve erwarten. In diesem Fall werden die statistischen Unsicherheiten
der Anpassungsparameter unterschiitzt. Ist der Wert fiir x? pro Freiheitsgrad signifi-
kant kleiner als eins, konnte die Ursache hingegen in einer Uberabschitzung der stat.
Messunsicherheiten liegen, die auch eine Uberabschitzung der stat. Unsicherheiten der
Anpassungsparameter zur Folge hat. Signifikante Abweichungen von x? pro Freiheitsgrad
kénnen auch zufallsbedingt sein, jedoch mit geringfiigiger Wahrscheinlichkeit.

Im Vergleich verschiedener Modelle kann der minimale Wert fiir x? pro Freiheitsgrad auf
die bessere Anpassung hindeuten. Jedoch sollte dieser Wert hinterfragt werden, da lokale
zufillige Schwankungen von Messdaten beispielsweise mit demselben Vorzeichen Modelle
begiinstigen konnen, die physikalisch hingegen nicht zu rechtfertigen sind. Im Zweifelsfall
miissen Messungen wiederholt bzw. der Messbereich erweitert werden.
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Kapitel 4

Anhang

4.1 Gesundheits-, Arbeits- und Brandschutz

In den Laborrdumen sind durch aufmerksames und riicksichtsvolles Verhalten
Gefdhrdungen fiir Personen und Gerédte zu vermeiden. Rauchen sowie die Einnahme
von Speisen oder Getrinken sind nicht statthaft. Die experimentellen Arbeiten sind
entsprechend den vom Betreuungspersonal ausgegebenen Weisungen auszufithren. Ver-
letzungen, Brinde, Beschddigungen des Versuchsinventars u.d.m. sind dem betreuenden
Personal unverziiglich anzuzeigen.

Exemplarisch soll auf folgende mogliche Gefahrenquellen hingewiesen werden:

Brande: Brennbare Gegenstdnde und Fliissigkeiten diirfen nicht in der N&he offener Flam-
men oder Heizkorper abgelegt werden. Uber den Ausbruch eines Brandes sind alle in
der Nédhe befindlichen, gefahrdeten Personen sowie die Feuerwehr umgehend zu informie-
ren. Bis zum Eintreffen der Feuerwehr ist der Brand mit den zur Verfiigung stehenden
Loschmitteln (Brandschutzdecken, Feuerloscher — kein Nassloscher an elektrischen Anla-
gen) zu bekdmpfen. Fenster und Tiiren sind geschlossen zu halten.

Gesundheitsgefihrdende Stoffe:

e Quecksilber: Da Quecksilberdampfe zu Vergiftungserscheinungen fithren kénnen,
sind freie Quecksilbertropfen schnellstmdglich zu beseitigen.

o Atzgifte (Siuren, Laugen, ...): Veriitzungen der Haut, Schleimhiiute oder Augen
sind sofort mit Wasser zu spiilen, anschliefend muss ein Arztbesuch erfolgen.

Elektrische Anlagen, Rontgen- und Laserstrahlen, radioaktive Priparate: Die-
se Anlagen diirfen nur nach arbeitsplatzspezifischer Einweisung und Abnahme durch den
Betreuer in Betrieb genommen werden. Jedwede eigenméchtige Verdnderung oder Inbe-
triebnahme durch den Studenten kann zu Gefdhrdungen fithren und ist deshalb strikt
untersagt.
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4.1. GESUNDHEITS-, ARBEITS- UND BRANDSCHU'TZ

Sonstige Verletzungen: Verletzungen jeder Art wie z.B. Schnittwunden o.4. sind unbe-
dingt der Praktikumsleitung anzuzeigen und &arztlich behandeln zu lassen.
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4.2. ANHANG: HERSTELLERANGABEN

4.2 Anhang: Angaben zu systematischen Messunsi-
cherheiten ausgewihlter Messgerite

Anhang: Angaben zu systematischen Messunsicherheiten aus-
gewihlter Meflgerite

Liangenmafle mit Teilung

I = gemessene Linge, Al = Betrag der Unsicherheit

StahlmafBstibe: Al =50 pm+5x1x107*

Bankmafstibe, Schulmafstibe: Al =200 pum +5 x [ x 1074

Biiromafstéabe: Al=200pm+1 x [ x 1073
Messschieber

| = gemessene Linge, Al = 50 um +5 x [ x 107*

Digitaler Messschieber

Messbereich [ = 0...200mm Al = 0,03 mm
Messbereich [ > 200 mm Al = 0,04 mm

Laser-Entfernungsmesser

Bosch Professional GLM 30 Messbereich{ =0...30m Al =2mm

Messuhren und Biigelmessschrauben

Tabelle enthélt Gesamtunsicherheit fiir Langendifferenzen Al in pum

Messbereich Omm...3mm | Omm...10mm | Omm...25mm
Genauigkeitsgrad [ 10 15 22
Genauigkeitsgrad 11 15 25 40

Massstabpriifokulare

Messunsicherheit fiir Langendifferenzen: Al = 20 ym

Massstabmessplatten

Messunsicherheit fiir Langendifferenzen: Al = 2 ym
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4.2. ANHANG: HERSTELLERANGABEN

Winkelmesser

Skalenwert = 1°, 2 = axm/180° = gemessener Winkel (Bogenmaf}), Aa = Messunsicherheit

Durchmesser: 100 mm Aa =10+ 0,1'x a/1°
Durchmesser: 150 mm, 200mm A« = 10"+ 0,05’ x a/1°

Messzylinder
Nicht eichfdhig. Vi = Nenninhalt

Vx/ml | 10 | 25 | 50 | 100 | 250 | 500 | 1000 | 2000
AV/ml | 0,105 |05 1 2 3 10 20

Pyknometer
Vi= angegebener Istinhalt, Vx = Nenninhalt

Genauigkeitsklasse A (amtlich geeicht)
Vi/ml | bis 10 | iiber 10 bis 50 | iiber 50
AV/ml | 0,001 0,002 0,003

Genauigkeitsklasse B
Vx/ ml 1 5 10 25 50

AV/ml | 0,003 | 0,003 | 0,005 | 0,010 | 0,020

Stoppuhren

t = gemessene Zeit

Halbschwingungsdauer | Dauer eines Zeigerumlaufs At
0,1s 30s 02s+5xtx 107
0,2s 60s 0,4s+5xtx107*

Digitale Stoppuhren
Wird vom Hersteller keine Unsicherheit angegeben: At = 0,01s = 1 Digit

Feinwaagen

Einfache, gleicharmige Balkenwaagen mit Einspielungslage:
E = Empfindlichkeit, m = gemessene Masse, m,, = Hochstbelastung

Am ist gleich dem jeweils grofiten der drei Ausdriicke Aym, Asm, Azm:
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4.2. ANHANG: HERSTELLERANGABEN

Am = Max (Aym, Agm, Azm)

fiir alle Belastungen

Okg...0,5kg
fiir mpy, =< 0,5kg... 1kg
lkg...25kg
0g...100g
fir m = < 100g...200g
200g...5000¢g
Wigestiicke

gilt Aym = 1Skt/FE

(4 x my, x 1076
gilt Agm = < 2mg

(2 X My X 1076
(2 x m x 1077

gilt Agm = ¢ 2mg

\1><m><10*5

Tabelle enthélt Messunsicherheiten Am in mg

Nennmasse

2kg | 1kg | 500g | 200g | 100g|50¢g | 20¢g

Handelsgewichtstiicke

1200 | 800 | 500 200 120 | 100 | 60

Feingewichtstiicke Klasse F

- 7,50 | 3,00 | 1,50 | 0,75 | 0,45 | 0,30

Nennmasse 10g+5g|2g+1g
Handelsgewichtstiicke 40 40
Feingewichtstiicke Klasse F 0,23 0,15

Nennmasse

500 mg ... 100 mg | 50 mg ... 20 mg | 10 mg ... 0,5 mg

Handelsgewichtstiicke

Feingewichtstiicke Klasse F

0,075 0,045 0,030

Feingewichtstiicke von 0,5 mg bis 500 mg werden als Pléattchen ausgefiihrt:

Form A (ohne Angabe des Massewertes und der MaBeinheit)

Sollwert der Masse in mg

Gestalt (eine Kante aufgebogen)

110 100

gleichseitiges Dreieck

220 200

Quadrat

0,5 5 50 500

regelméfliges Sechseck

Sollwert der Masse in mg

Gestalt

0,5 bis 5

Rechteck mit abgeschrégten Ecken und aufgebogener Schmalkante

10 bis 500

Rechteck mit abgeschrégten Ecken und aufgebogener Ecke
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4.2. ANHANG: HERSTELLERANGABEN

Feinwaage Mettler (digital)

Typ AE 260 DeltaRange PM 3000
Ablesbarkeit 1 mg 0,1g
Wigebereich 0g..205¢g 0g..3100¢g
Tarierbereich (subtraktiv) 0g..205¢g 0g..3100¢g
Standardabweichung 0,5 mg 0,03 g
Linearitét + 1 mg +0,1g

Manometer mit elastischem Messglied

(Skalenendwert) x (Klasse)
100

Verkehrsfehlergrenzen =

Laborthermometer

Tabelle enthélt Af in K, 6 = gemessene Temperatur

Skalenwert / K 11050021 0,1
0 = —-5°C...60°C 0,71 0,5]0,2|0,15
0 =60°C...110°C 1 - 10,3025

0 =110°C...210°C | 1,5 | 1,0 | 0,5 | -
0 =210°C...310°C | 2,0 [ 15| - | -
0 =310°C...400°C | 25| - | - | -

Kalorimeterthermometer

AT = 0,02K

Elektrische Messgeriite

Angabe der Genauigkeitsklasse (zuléssige Messunsicherheit in Prozenten des Messberei-
chendwertes) auf dem Skalentrager.

Beispiel: Ein Strommesser der Genauigkeitsklasse 1,5 mit 400 mA Vollausschlag besitzt
unabhéngig von der Hohe der gemessenen Stromstéirke eine, unter anderem durch die
Herstellung bedingte, maximale Unsicherheit der Anzeige von 1,5 x 1072 x 400 mA = 6 mA.
Hinzu tritt noch der Ableseunsicherheit!

Liegt der Skalennullpunkt innerhalb der Skale, so gilt als Messbereichendwert die Summe
beider Skalenendwerte.

Ist das Zeichen fiir die Genauigkeitsklasse in einem Kreis angegeben, so ist der Anzeige-
fehler auf den Sollwert bezogen (Frequenzmesser mit Vibrationszungen). Auflerdem kann
durch Einflussgrofien, z.B. Temperatur, Frequenz, Fremdfelder und Lage, die Anzeige des
Messinstrumentes verédndert werden.
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4.2. ANHANG: HERSTELLERANGABEN

Beispiel: Ist auf dem Skalentrdger nichts anderes festgelegt, dann kann eine Abweichung
um 50 von der Nennlage zu einer zusétzlichen Messunsicherheit von der Gréfie der oben an-
gegebenen zulédssigen Messunsicherheit fiihren (ebenso eine Abweichung von der normalen
Nenntemperatur von 20°C um 10 K).
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Digital - Multimeter

Altere Multimeter: gemessene Grofen: U, I, R

Betriebsart Messbereich Genauigkeit
HGL 2000 N M 3610 B / V(220 91

Gleichspannung | 200mV...200V | £0,5% + 1 Digit +0,3% + 1 Digit +0,5% + 1 Digit

Gleichspannung 1000 V +0,8% + 1 Digit alle Bereiche alle Bereiche

Wechselspannung 200 mV +1,2% + 3 Digits | £1,2% + 3 Digits | £1,2% + 1 Digit

Wechselspannung 2V...200V +0,8% + 3 Digits | +0,8% + 3 Digits alle Bereiche

Wechselspannung 200 mV +1,2% + 3 Digits | =£1,2% + 3 Digits

Gleichstrom 200 uA ... 20 pA | £0,8% + 1 Digit +0,5% + 1 Digit +1,0% + 1 Digit

Gleichstrom 200mA ... 2A | £1,2% + 1 Digit +1,2% + 1 Digit +1,0% + 1 Digit

Gleichstrom 10A +2,0% + 5 Digits | +2,0% + 5 Digits | +2,0% + 3 Digits

Wechselstrom 200 pA +1,8% + 3 Digits

Wechselstrom 2mA ...20mA | £1,0% + 3 Digits

Wechselstrom 200mA...2A

Wechselstrom 10A

Widerstand 20002

Widerstand 2kQ ... 2MQ

Widerstand 20 M2

Widerstand 200 M2 - -
PeakTech® 2015: gemessene GroBen: U, I, R

Betriebsart Messbereich Genauigkeit

Gleichspannung 400mV...400V | +0,5% + 4 Digit

Gleichspannung 1000 V +1,0% + 4 Digit

Wechselspannung 4V ... 400V +0,8% + 6 Digits

Wechselspannung 750 V +1,0% + 8 Digits

Gleichstrom 400 A ... 400mA | £1,0% + 10 Digit

Gleichstrom 20 A +1,2% + 10 Digits

Wechselstrom 400 pA ... 400mA | £1,5% + 5 Digits

Wechselstrom 20A +2,0% + 15 Digits

Widerstand 400 Q2 +0,8% + 5 Digits

Widerstand 4k ... 4MSQ +0,8% + 4 Digits

Widerstand 40 MQ +1,2% + 5 Digits
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PeakTech® 2010 und PeakTech® 3725: gemessene Groflen: U, I, R, f

Betriebsart Messbereich Genauigkeit

PeakTech® 2010 ‘ PeakTech® 3725
Gleichspannung | 200mV ...200V | 40,5% + 3 Digits | =0,5% + 1 Digit
Gleichspannung 1000 V +1,0% + 5 Digit
Gleichspannung 600 V +0,8% + 2 Digit
Wechselspannung 200 mV +1,2% + 3 Digits | £1,2% + 3 Digits
Wechselspannung 2V...200V +1,0% + 3 Digits | #0,8% + 3 Digits
Wechselspannung 750 V +1,0% + 8 Digits
Wechselspannung 600 V +1,2% + 3 Digits
Gleichstrom 20 A ... 2mA +0,8% + 1 Digit
Gleichstrom 2mA ... 20mA | £0,8% + 3 Digits
Gleichstrom 200 mA +1,2% + 4 Digits | 41,5% + 1 Digit
Gleichstrom 10A +2,0% + 5 Digits
Gleichstrom 20 A +2,0% + 5 Digits
Wechselstrom 20pA ... 2mA +1,0% + 3 Digits
Wechselstrom 2mA...20mA | £1,0% + 5 Digits
Wechselstrom 200 mA +2,0% + 5Digits | £1,8% + 3 Digits
Wechselstrom 10A +3,0% + 7 Digits
Wechselstrom 20 A +3,0% + 10 Digits
Widerstand 200 +0,8% + 3 Digits
Widerstand 20092 ...2KkQ +0,8% + 5 Digits
Widerstand 2kQ...2MQ +0,8% + 1 Digits
Widerstand 20k ... 2MQ | £0,8% + 3 Digits
Widerstand 20 MQ +1,0% + 15 Digits | +1,0% + 5 Digits
Widerstand 2000 M€ +5,0% + 20 Digits | £5,0% + 10 Digits
Frequenz 2kHz...10MHz | 40,5% + 4 Digits | 40,1% + 3 Digits

Joy-it® VM-533 (Versuch MV modifizierte Spannungsanzeige im High Voltage

Power Pupply)

fir U > 5V: AU = £0,3% x U + 1V

Normalwiderstiande

Bei 15°C...25°C und geringer Belastung.

Widerstandssatze

Bei 20°C und geringer Belastung. R = eingeschalteter Widerstand.
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R<0,19 0,02Q+1x 102 x R
Fir 0,10 <R<10Q gt AR=20,020+1x103 xR
R>100Q 0,02Q+1x 1074 x R
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