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1. Aufgabenstellung

Nach der Aufnahme der Zahlrohrcharakteristik eines GEIGER-MULLER-Zéhlrohres (GMZ) und des
relativen Ansprechvermogens des dazugehérigen Messaufbaus ist die Konzentration einer KoCOg-

Losung durch die Ermittlung ihrer Aktivitat zu bestimmen.

2. Grundlagen

2.1. Radioaktivitat und Zerfallsgesetz

Atome bestehen aus einem positiv geladenem Kern und der negativ geladenen Hiille.
Der Kern setzt sich aus Nukleonen, den Protonen (Symbol p) und Neutronen (Symbol n) zusam-

men. Die Hiille wird von den Elektronen (Symbol e~ ) gebildet.

Die verschiedenen Atome werden in Kategorien, die Nuklide aufgeteilt. Diese unterscheiden sich
nach Anzahl und Art der Nukleonen im Kern. Ein bestimmtes Nuklid hat eine bestimmte Nukleo-
nenzahl A und eine bestimmte Neutronenzahl N. Die Differenz Z = A — N gibt sowohl die Anzahl
der Protonen im Kern, als auch die Anzahl der Elektronen in der Hiille an, da das gesamte Atom

nach auflen hin elektrisch neutral ist. Z wird als Kernladungszahl oder Ordnungszahl bezeichnet.

All diese Kennzahlen werden in der Notation éX y oder kurz éX bzw. 4X zusammengefasst, wobei
X beispielhaft fiir das chemische Symbol steht (z. B. 3He, fiir Helium, dessen Kern aus zwei Pro-

tonen und zwei Neutronen aufgebaut ist).

Nicht alle Atomkerne befinden sich in einem stabilen Zustand. Das Phénomen Radioaktivitdt ist
die spontane Umwandlung instabiler Atomkerne unter Energieabgabe. Der mit der Umwandlung
verbundene Ubergang in ein stabiles Nuklid kann auf direktem Wege oder in mehreren aufein-
anderfolgenden Schritten erfolgen. Die Energie wird dabei durch ionisierende Strahlung in Form
von Teilchen und/oder Photonen emittiert. Diese konnen direkt dem Atomkern oder indirekt der

Atombhille entstammen.

Es existieren verschiedene Umwandlungsarten, die auch in Tabelle [1f zusammengefasst sind:

a-Umwandlung: Schwere Elemente, bei denen die Bindungsenergie der Nukleonen im Kern ge-
ring ist, konnen sich unter Aussendung eines 3He-Kerns (a-Strahlung) umwandeln. Auch die

spontane Kernspaltung ist eine radioaktive Kernumwandlung.

B-Umwandlung: Bei Atomkernen mit einem ungiinstigen Neutronen-Protonen-Verhéltnis erfolgt
eine Umwandlung dieser Nukleonen durch g-Umwandlung oder e~ -Einfang. Hierbei wird die
durch Neutroneniiberschuss bedingte Emission von Elektronen als S~-Strahlung, die ent-
sprechende durch Protoneniiberschuss bedingte Aussendung von Positronen als 31-Strahlung
bezeichnet. Als Alternative zur ST-Umwandlung existiert der e~ -Einfang, bei dem ein Hiil-

lenelektron vom Kern eingefangen wird.

~v-Strahlung: Bei allen o. g. Umwandlungen kénnen zunéchst angeregte Kerne entstehen, die unter

Aussendung von Photonen (v-Strahlung) in den stabilen Grundzustand iibergehen.

Die mit der Umwandlung der Kerne einhergehende Anderung der Ordnungszahl des Kerns macht

eine Umordung der Elektronenstruktur in der Hiille notwendig. Die Folge ist die Emission cha-
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rakteristischer Rontgenstrahlung und/oder AUGER-FElektronen. Besonders deutlich wird dies beim
Elektroneneinfang, wo infolge der erzeugten Vakanz in der K-Schale eine Emission von K,- und

Kjs-Rontgenstrahlung beobachtet wird.

Tabelle 1: Zerfallsarten (ohne Spontanspaltung)

Umwandlungsart Kernumwandlung Umwandlung innerhalb des Kerns
o Xy — ﬁ:gYN_Q + 4He, Clusterbildung
B~ Xy = 4.Yy_1 + ¢ + 7  n-Uberschuss: n— p+e +7
Bt éXN — é—lYN—',-l + et + v p-Uberschuss: p— n+et +v
e~ -Einfang éXN + e = é_lYNJrl + v p-Uberschuss: p+e~ — n+v

Diese spontan ablaufenden Prozesse sind stochastischer Natur, d. h.: Jeder instabile Kern be-
sitzt unabhingig von seiner Vorgeschichte die gleiche Umwandlungswahrscheinlichkeit, wobei der
Zeitpunkt seiner Umwandlung unbestimmt ist. Es kann also nicht vorhergesagt werden, wann sich
ein konkreter Atomkern umwandelt. Bekannt ist nur die Wahrscheinlichkeit, mit der das Umwand-
lungsereignis innerhalb eines vorgegebenen Zeitintervalls eintritt. Fir sehr viele gleichartige, insta-
bile Kerne N, die alle zum Zeitpunkt ¢ vorhanden sind, kann die Anzahl der im Mittel auftretenden

Umwandlungen dN berechnet werden. Dazu wird die lineare Differenzialgleichung
dN = —-X-N-dt (1)

angesetzt. Die nuklidspezifische Zerfallskonstante X ist ein Maf fiir die Umwandlungswahrschein-
lichkeit eines Radionuklids, ihr Kehrwert 7 = 1/x stellt die mittlere Lebensdauer des betreffenden
Kerns dar. Durch die Integration von gemaf

N(t)dN ¢
No 0

wird das exponentielle Umwandlungsgesetz
N(t) = Ny-e ™ (2)

erhalten. Darin ist N(¢) die Zahl der zum Zeitpunkt ¢ noch nicht umgewandelten Kerne und Ny =
N(t = 0) ist die Zahl der Kerne zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die Lésung von fir den Fall N(t =
T 2) = No/2 ergibt die Halbwertszeit

In 2
Ty = HT = 7-In2 . (3)

Die Umwandlungsrate oder Aktivitdt A ist die Zahl der spontanen Kernumwandlungen pro Zeit-

einheit und zur Anzahl der instabilen Kerne proportional. Ausgehend von der Anfangsaktivitét
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Ap = A(t = 0) zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird tiber

A = -5 = v (1)

ebenfalls ein exponentieller Zusammenhang der Form

gefunden. Dieser lasst sich mit in den Ausdruck

A = Ao (;)/ (6)

umformen. Die Einheit der Aktivitdt ist das Becquerel (1 Bq = 1 s~!). Die Aktivitét ist neben
der Art und Energie der emittierten Strahlung die wichtigste Gréfle zur Charakterisierung einer
radioaktiven Quelle. Besonders die Darstellung des Zerfallsgesetzes in @ mit dem Faktor 1/2 und
n = t/T,,, ist eine fiir Praktiker leicht handhabbare Form. Da die Potenzen 2" hinreichend aus der
Informatik bekannt sind (z. B. 22 a2 10°), lassen sich Berechnungen nach @ schnell abschétzen.

Als Beispiel soll die Umwandlungskurve fiir ein Radionuklid mit einer Halbwertszeit von 100 s die-

1
0,8
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__________________________ xo,ms

0,1
0

Abb. 1: Umwandlungskurve eines Nuklids mit einer Halbwertszeit T}/, = 100 s

nen, die in Abbildung [1| dargestellt ist. Das Verhéltnis A(¥)/4, entspricht dem Anteil der urspriing-
lichen Aktivitdt nach dem Verstreichen der Zeit T'. In halblogarithmischer Darstellung ergibt sich
eine Gerade. Nach Ablauf einer Halbwertszeit sind nur noch die die Hélfte der Kerne vorhanden
und nach Ablauf von zehn Halbwertszeiten (nur etwas mehr als eine Viertelstunde) wéren nur noch

1/1024, also weniger als ein Promille der urspriinglichen Aktivitét vorhanden.

2.2. Das Radionuklid 4°K

Die in diesem Versuch verwendete Quelle ist das Radionuklid “°K (Kalium). Es kommt mit einer

Héaufigkeit von 0,012 % in natiirlichem Kalium vor. Fiir diesen Versuch ist es in dem Salz Ka-
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liumkarbonat K9CO3 gebunden, welches in einer 4-molaren wéssrigen Losung vorliegt. Mit einer
Halbwertszeit von T/, = 1,27 - 10° a kann es den primordialen Nukliden zugeordnet werden, die
schon vor der Entstehung der Erde vorhanden waren. Zusammen mit 30 weiteren Nukliden (z. B.
87Rb, 176Lu, 187Re) gehort es zu den isoliert vorkommenden, natiirlichen, primordialen Radionukli-
den und entstammt somit nicht den Zerfallsreihen von 238U, 235U, 232Th oder 23"Np.

Wie auch in Abbﬂdung zu erkennen ist, geht 4°K mit einer Wahrscheinlichkeit von 89,28 % durch
die f~-Umwandlung in 4°Ca iiber. Die emittierte 5~-Strahlung hat dabei eine Maximalenergie von
1,31 MeV. Zu 10,72 % wandelt sich “°K durch e -Einfang in “°Ar um. Die Umwandlung in den
Grundzustand des “°Ar erfolgt nur bei 0,048 % der *°K Nuklide. 10,67 % gehen zunichst in einen
angeregten Zustand des °Ar iiber, das sich dann unter Aussendung von 7-Strahlung mit einer

Energie von 1,46 MeV in den Grundzustand abregt.

40K 1,27 -10° a
10,72 % 89,28 %
/
/
1,50 /
/ 1,31
10,67 % //
e~-Einfan / -
g Y. B
0,048 %
1,46 / '
/
/ 40Ca
CNNNNNNS // e_'Elnfang
/
//
/S OAr
Y b

Abb. 2: Zerfallsschema fiir das Radionuklid “°K. (Energieniveaus und -angaben in MeV)

2.3. Statistik von Zihlmessungen

Die Messung des radioaktiven Zerfalls erfolgt iiber die emittierte Strahlung durch Zdihlmessun-
gen. Das unmittelbare Ergebnis einer Zahlmessung ist eine gewisse Anzahl x gezéhlter Ereignisse
(bei elektronischer Messung: Zahlimpulse), die in einer bestimmten Zeitspanne, der Messzeit ty,,
beobachtet werden. Die resultierende Zdhlrate
Z = — (7)
tm
ist ein Maf fiir die Intensitédt oder Flussdichte der gemessenen Strahlung und bei bekannter Effek-

tivitdt 1z der Zahleinrichtung wegen Z = nz - A auch ein Maf fiir die zu messende Aktivitat A.

Alle Zéhlmessungen unterliegen bestimmten statistischen GesetzméBigkeiten, die a priori zu statis-
tischen Schwankungen des Messwertes, hier der Anzahl der gemessenen Zahlimpulse, fiihren. Fir
die Messungen des radioaktiven Zerfalls gilt, dass schon der Zerfallsakt an sich ein stochastischer
Prozess ist. Auch die verwendeten Versuchsapparaturen registrieren in den seltensten Féllen die

Strahlung zu 100 %. Zum Beispiel konnen indirekt ionisierende Strahlungsarten (Photonen und
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Neutronen) den Detektor mitunter ohne jede Wechselwirkung passieren und werden somit nicht

nachgewiesen.

Im Folgenden sollen lediglich die statistischen Schwankungen der radioaktiven Kernumwandlungen
fiir ein gegebenes Zeitintervall betrachtet werden. Ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Nachweis eines
Zerfallsaktes mit der entsprechenden Messapparatur konstant — was im Allgemeinen als gegeben
angesehen werden kann — sind die dargestellten GesetzméfBigkeiten auch fiir die entsprechenden

Messungen relevant.

Statistische Verteilungen werden in der Theorie durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(z) fiir
diskrete bzw. durch die (Wahrscheinlichkeits-) Dichtefunktion f(z) fir stetige Verteilungen be-
schrieben. Beide Funktionen sind definitionsgeméafl auf 1 normiert. Es werden Mittelwert p und

Varianz o2 definiert:
po= Yu P) po= [ f@ds ®)

o = S (w—p)?- Pa) I RECEI L (9)

x

2.3.1. PoissoN-Verteilung, Theorie

Die exakte Losung fiir die Statistik des radioaktiven Zerfalls liefert die Binomialverteilung (Sie-
he im Anhang . Wird nur eine geringe Anzahl N von Kernen beobachtet, muss immer mit
Binomialverteilungen gerechnet werden. Fiir relativ kleine N bereitet die Berechnung der Binomi-
alkoeffizienten auch kaum Schwierigkeiten; das &ndert sich fiir groe N drastisch infolge der sehr
grolen Werte der Fakultit. Genau fiir diesen Fall und wenn die Beobachtungszeit klein gegeniiber
der Halbwertszeit ist, gilt

In2-t¢

At = < 1 und z < N (10)
ny

und die Binomialverteilung geht praktisch in die POISsoN- Verteilung

P(X=1) = (N%!p)z eV = % e (11)
iiber. Sie beschreibt die Verteilung duflerst seltener Ereignisse, die mit einer geringen, aber konstan-
ten Wahrscheinlichkeit p = 1 — e ** an einer sehr grofien Anzahl von ,Probanden“ N — hier die
Gesamtheit der betrachteten radioaktiven Atomkerne — auftreten. Mit dem Ubergang N -p — pu
ist die weitere Betrachtung der Zahl N radioaktiver Kerne entbehrlich geworden und es interessiert
nur noch der Erwartungswert fiir die diskrete Zufallsgrofie X. Der Erwartungswert ist zugleich auch
die Varianz o2 bzw. fiir die Standardabweichung gilt o = V- Somit hat die PO1sSON-Verteilung

nur einen Verteilungsparameter pu.

Bei der grafischen Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion diskreter Verteilungen sind nur Séau-
lendiagramme o. &. zuléssig (siehe z. B. Abbildung . Ein Verbinden der Werte zu geschlossenen

Kurvenziigen verbietet sich aufgrund des diskreten Definitionsbereiches selbstredend.
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In den meisten praktischen Féllen werden die Bedingungen erfillt. Die POISSON-Verteilung

0,25

0,20 |

0,15
P(x)

0,10 |

0,05 |

0,00 U

Abb. 3: Wahrscheinlichkeitsfunktion P(X = z) fiir eine POISSON-verteilte Zufallsvariable X mit p = 3

ist dann die richtige Form zur statistischen Beschreibung des radioaktiven Zerfalls. Trotzdem gibt
es einige Beschrinkungen bei der praktischen Anwendung: Fiir grole ;o wird die Berechnung nach
ungenau. Schwierig ist auch die Anwendung statistischer Tests zur Priifung auf sogenannte
Reinheit der Verteilung. Fiir diesen Zweck ist der Ubergang zur stetigen GAUSS- Verteilung (siehe
im Anhang hilfreich.

2.3.2. PoissoN-Verteilung, Experiment

In der Praxis ist der Erwartungswert p nicht bekannt, sondern soll erst durch die Messungen
abgeschitzt werden. Dazu wird eine Serie von n Einzelmessungen durchgefithrt. Die Messwerte x;
koénnen bei Zéhlmessungen nur natiirlichzahlige Werte annehmen. Der Mittelwert
n
T o=~y (12)
i=1
ist eine positive rationale Zahl und stellt einen Schatzwert fiir den theoretischen Erwartungswert p
dar. Er wird auch als statistischer oder empirischer Erwartungswert p, bezeichnet. Ein geeignetes

Maf fiir die Streuung der Einzelmessungen ist die empirische Standardabweichung o, der Messreihe,

die sich aus der Varianz

02 = L zn:(xz—x)2 (13)

ergibt. Eine weitere wichtige Grofle ist die Standardabweichung des Mittelwertes oz, die sich wieder

aus der entsprechenden Varianz

ol = 292: ~ 1'(2”2_”'952) (14)
o n n(n—1) \(&="" ’

L
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ergibt. Die statistische Auswertung von Messserien mittels (31)) bis (33]) ist keine Besonderheit von
Zahlmessungen, sondern auch fiir Messwerte mit einer stetigen Verteilung giiltig (siehe Anleitung

zum Versuch ,Fehleranalyse®).

Die Statistik der Z&hlmessungen gehorcht einer POIsSSON-Verteilung. Hierbei fallt — wie schon
gesagt — der theoretische Wert der Varianz o2 mit dem Erwartungswert p zusammen, die theore-

tische Standardabweichung ist also immer o = ,/u.

Bereits eine einzige Messung (n = 1) von N Impulsen liefert eine Stichprobe fiir den Erwartungs-
wert (1 ~ N). Somit kénnen die Varianz o? ~ N, die Standardabweichung o ~ /N sowie die
relative Standardabweichung e, ~ 1/v/N abgeschétzt werden.

Bei einer Gesamtheit von n gleichartigen Einzelmessungen mit der Gesamtimpulsanzahl N ist
der Mittelwert T = N/n nach der Schatzwert fiir den empirischen Erwartungswert p, einer
Einzelmessung und die theoretische Standardabweichung ist o = \/Z = /N/n. Die relative Hiu-
figkeitsfunktion h(X = z) = W ist gerade die empirische Wahrscheinlichkeitsfunktion, wobei

H(z) die absolute Haufigkeit der Ereignisse vom Typ X = x ist.

Wie im Praktikum wird jetzt eine Gesamtheit von nur n = 1000 Stichproben diskutiert. Dazu wer-
den mittels eines Generators Zufallszahlen erzeugt, die anhand einer PO1SSON-Verteilung mit dem
gesetzten Erwartungswert p = 49 und der Standardabweichung o = 7 gezogen werden. Das Er-
gebnis ist die in Abbildung [4| dargestellte Haufigkeitsverteilung H(z) der Zufallszahlen. Insgesamt
werden bei diesen 1000 Stichproben N = 49212 Impulse gemessen, was einem empirischen Erwar-
tungswert von p, = T = 49, 21 entspricht. Fiir die empirische Standardabweichung wird o, = 7,09
ermittelt. Die beobachtete empirische Streubreite fiir den Mittelwert ist oz = 0, 22. Der gemessene

“

Mittelwert lag bei diesem ,Experiment“ also gerade noch innerhalb der einfachen Streubreite des

ywahren“ Wertes p = 49.

I Hiufigkeit
GauB-Verteilung: x=49, c=7

60 |

50 |

a0 | 2
Hx) |

30 |

20 |

10 F

25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
X

Abb. 4: Absolute Haufigkeit fiir 1000 Stichproben aus einer PO1SSON-Verteilung mit dem gesetzten Erwar-
tungswert p =49 im Vergleich mit der Dichtefunktion 1000 - f(z) fiir die GAUSS-Verteilung

In Abbildung sind dieselben Messwerte noch einmal mit den zufalligen Messabweichungen
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+ 205 = + 2. \/H(z) der absoluten Hiufigkeitsfunktion H(X = ) dargestellt. Diese Abbildung
konnte das Resultat einer praktischen Versuchsauswertung sein. Beachten Sie, dass der empirische
Erwartungswert fiir die GAuss-Funktion verwendet und die Dichtefunktion mit dem Wert 1000
multipliziert wurde. Die Ubereinstimmung zwischen den empirischen Werten und der GAUssschen

Néherung ist sehr gut.

Eine Darstellung wie in Abbildung ist einfacher zu erhalten. Hier muss nur die Wahrscheinlich-
keitsfunktion der Po1ssoN-Verteilung fiir den empirischen Erwartungswert, der sich aus den aufge-
nommenen Werten ergibt, berechnet werden und gemeinsam mit den gemessenen und normierten
Héufigkeiten aufgetragen werden. Das Resultat ist iiberzeugend. Fiir kleine Erwartungswerte — im
vorliegenden Versuch Z. B. bei der
Untergrundbestimmung — besteht gar keine andere Méglichkeit des Tests, weil dann die GAUSSsche
Néaherung versagt. Eine weitere Testmoglichkeit und néhere Ausfiihrungen sind im Anhang [A-3] zu
finden.

Da die Normalverteilung wiederum der Grenzfall der POIssoN-Verteilung ist, gilt somit auch die
Gausssche Fehlerfortplanzung zur Berechnung der zufilligen Messabweichung. Die Messabweichung
der Zeit kann vernachlissigt werden, da sie im Vergleich zum statistischen ,,Zahlfehler* in diesem

Versuch keine Rolle spielt.

2.4. Das GEIGER-MULLER-Zihlrohr (GMZ)

Die von radioaktiven Isotopen ausgesandte ionisierende Strahlung kann mit verschiedenen
Strahlungsdetektoren gemessen werden. KEs sind z. B. Gasionisations-, Anregungs- und

Halbleiterdetektoren einsetzbar.

Das GMZ gehort zu den Gasionisationsdetektoren, bei denen die gebildeten Ladungstriager (Elek-
tronen und Ionen) infolge des elektrischen Feldes im Detektor zu den Elektroden gelangen und
durch die gesammelte Ladungsmenge in der Messanordnung einen registrierbaren Impuls auslésen.
So wie in Abbildung [6] dargestellt, beeinflusst die angelegte Detektorspannung im starken Mafle die
entstehende Ladungsmenge und damit, je nach Schaltung des Messgeréts, die Impulshéhe oder den
Strom.

Die unterschiedlichen Bereiche charakterisieren die Arbeitsweise der verschiedenen Gasionisations-
detektoren. Der Verlauf kann in folgende Bereiche eingeteilt werden: I: Rekombinationsbereich, 11:
Sdttigungsbereich, 111: Proportionalbereich, IV: Bereich der beschrankten Proportionalitat, V: Aus-
losebereich, VI: Dauerentladung. Das GMZ wird in dem Ausldsebereich (V) betrieben.

In einem GMZ wird ein Radialfeld durch eine zylinderférmige Kathode und eine auf der Zylinder-
achse platzierte Anode erzeugt. In diesem abgeschlossenen Raum befindet sich ein Zéhlgas, dessen
Atome oder Molekiile durch die Wechselwirkung mit der eintretenden ionisierenden Strahlung ioni-
siert oder angeregt wird. Die so erzeugten priméren Ladungstrager werden durch die hohe Feldstarke
iiber Stofionisation vervielfacht. Verstirkungen vom 108— bis 10'°—fachen der urspriinglich erzeug-
ten Ladungsmenge sind moglich. Der primére Ionisationseffekt wird dadurch vollstdndig iberdeckt,
was dazu fiihrt, dass mit dem GMZ ausschliellich Zdhlmessungen moglich sind. Ebenfalls ist durch
die hohe erzeugte Ladungsmenge eine vergleichsweise einfache Ausleseelektronik realisierbar. Fin
entsprechendes Prinzipschaltbild ist in Abbildung [7] dargestellt.

Je nach Zusammensetzung und Druck des Zéhlgases (z. B. Ar/Ethanoldampf = 10/1 bei 13 kPa Gesamt-
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(b) Absolute Haufigkeiten im Vergleich mit den Werten fiir die theoretische Pois-
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Abb. 5: 1000 Stichproben aus einer POISSON-Verteilung mit dem gesetzten Erwartungswert p = 49 ein-

schlieBlich zufélliger Messabweichung (4 20p-Unsicherheit)
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Abb. 6: Gesammelte Ladungsmenge @) als Funktion der Detektorspannung Dy bei einem Gasionisatinsde-
tektor (schematische Darstellung)

Abb. 7: Schematischer Aufbau und Prinzipschaltung eines GEIGER-MULLER-Z&hlrohres



Versuch: RM1 Experimentelle Durchfiihrung Seite 12

druck) kann der Auslosebereich schon bei niedrigen Spannungen (einige 100 V) erreicht werden. Zur
Bestimmung der richtigen Arbeitsspannung des GMZ kann die Zdhlrohrcharakteristik herangezo-
gen werden. Dazu wird die Zahlrate Z in Abhéngigkeit von der Detektorspannung Up aufgetragen.
In dieser Darstellung sollte deutlich ein Plateau zu erkennen sein, in dem die Zéhlrate praktisch
unabhéngig von der Detektorspannung ist. Abweichungen von 5 % pro 100 V sind dabei zuléssig.
Auf der linken Seite des Plateaus ist eine steile Flanke, beginnend bei der Einsatzspannung Ug, zu
erkennen. In dem Fall der Abbildung [§] liegt diese bei dem Wert von Ug = 312 V. Die Arbeitss-
pannung Uy liegt tief im Plateau, also ca. 50 V bis 100 V oberhalb der Einsatzspannung. In dem

vorliegenden Fall wiirde das einer Arbeitsspannung von Up = 360...420 V entsprechen.

700
- n n
600 1‘/}/ TF
500 /
400
Vel
300 I
200 ﬁ
100 ®  Messwert + 20 =
L } Approximation des Plateaus
0 N B N B
300 350 400 450 500
V
UZ

Abb. 8: Beispiel fiir eine Zahlrohrcharakteristik: Ermittelte Impulszahl N fiir eine Messzeit von 120 s als
Funktion der Detektorspannung Up

3. Experimentelle Durchfiihrung

3.1. Versuchsaufbau

Die Proben sind in der Zahlrohrhalterung mit dem Bajonettverschluss (Abbildung(9(a))) zu arretie-
ren. AnschlieBend wird die Lichtschutzkappe aus PVC iiber den Messkopf geschoben und es kann

mit den Messungen begonnen werden.

Die in Abbildung gezeigte Elektronik zum Betrieb des Zahlrohrs, entwickelt im Elektronik-
Labor des Instituts fiir Kern- und Teilchenphysik, ist via USB mit einem PC verbunden. Auf dem
Geréit wird bei DET.-VOLTAGE die Zéhlrohrspannung angezeigt. Das RATEMETER zeigt loga-
rithmisch skaliert die Dichte der ankommenden Zahlimpulse an. Zur detaillierten Steuerung wird
unter LabView der Fa. National Instruments nach Aufruf des Programms Radiometrie € Zaehlsta-

tistik ein virtuelles Strahlungsmessgerat zur Verfiigung gestellt.

Die Bedienung des in Abbildung [10] gezeigten virtuellen Geréts ist weitgehend selbsterklarend. Die
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sich wihrend der Messung aufbauenden beiden Grafiken mit berechnetem Mittelwert und Stan-
dardabweichung sollten nur informativ genutzt werden. Die fiir diesen Versuch notwendigen Werte

werden manuell aus der Anzeige ilbernommen und ausgewertet.

ELELE LTS

(a) Messkopf fiir die Aktivitdtsbestimmung (von links nach (b) Das Gerdt zum Betrieb des Zahlrohrs
rechts: Anschlusskabel fir das Zahlgerédt, Behélter fiir die

Probenfliissigkeit, Halterung mit Z&hlrohr und Bajonett-

fassung; darunter die PVC-Lichtschutzkappe)

Abb. 9: Im Versuch verwendete Gerate

Fiir die weitere Verarbeitung steht Standardsoftware (Microsoft Excel® und Microcal Origin®)
zur Verfiigung. Eine Nutzung dieser Moglichkeiten ist zur Losung der Praktikumsaufgaben nicht
notwendig, erleichtert und beschleunigt die Arbeit aber sehr. Zur Orientierung sei auf die vorhan-

denen Hilfen und ausliegende Gerédtebeschreibungen verwiesen.

3.2. Messung der Zahlrohrcharakteristik

Wie bereits im Kapitel erwahnt, soll fiir das Zéahlrohr die Arbeitsspannung U ermittelt
werden. Dazu wird die Zahlrohrcharakteristik aufgenommen. Dafiir ist, zunédchst beginnend bei
Up = 290 V, die Einsatzspannung Ug, bei der die ersten Impulse auftreten, zu ermitteln. Liegt
sie iiber 350 V, ist das Z&hlrohr hochstwahrscheinlich defekt. In dem sich ergebenden Intervall
Upr—6V < Ug < Ug+6V sind die Messwerte in 2 V—Schritten aufzunehmen. Im Anschluss
daran kann die Schrittweite auf 20 V bis 40 V erhoht werden. Das Ende der aufzunehmenden Kurve

ist mit einer Spannung zwischen 460 V bis 500 V erreicht.
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Abb. 10: Ansicht des virtuellen Strahlungsmessgerits, entwickelt im Elektronik-Labor des Instituts fiir
Kern- und Teilchenphysik

Fiir die Darstellung sind insgesamt 12 bis 15 Messpunkte ausreichend, die zusammen mit ihren
Unsicherheiten fiir einen Vertrauensbereich von =~ 95 % (AN, = 20y = 2v/N) aufzutragen sind.
Auf die Darstellung einer Unsicherheit fiir die Spannung kann verzichtet werden, da sie kleiner als
+ 1V ist. Die Messzeit fiir all diese Messungen ist so zu wéhlen, dass fiir die relativen Standard-

abweichungen ¢, der Messwerte im Plateau ¢, < 0,05 gilt.

Aus der graphischen Darstellung N = f(Up) konnen die Einsatzspannung Up, die Arbeitsspan-
nung Up =~ Ug + 50...100 V, die Liange des Plateaus sowie dessen absolute und relative Steigung

bestimmt werden (letzteres in Einheiten V-! und %/100 v).

3.3. Radiometrische Kaliumbestimmung

Die Radioaktivitat aller Kaliumverbindungen ermoglicht deren Konzentrationsbestimmung durch
Aktivitdtsbestimmungen. Es sind prinzipiell zwei Wege moglich, um aus einer Messung der Zéahl-

rate Z die Konzentration c¢ zu ermitteln.

Das Absolutverfahren gestattet bei Kenntnis der Effektivitiat n der Messanordnung die Berechnung

der Aktivitat A und damit auch der Konzentration ¢ aus der Zahlrate Z.

Das Relativverfahren ist die gebrauchlichere Methode, bei der fiir eine definierte Messmethodik eine
Kalibrierkurve der Zéhlrate Z als Funktion der Konzentration ¢ zu Z = f(c¢) aufgenommen wird, die
dann zur Konzentrationsbestimmung bei Verwendung dieses Verfahrens dient. Dieses Vorgehen ist

dann zu empfehlen, wenn die fiir eine Bestimmung der Effektivitit n notwendigen Konstanten nicht
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hinreichend bekannt sind oder sich diese unter den konkreten Versuchsbedingungen bei einer Kon-
zentrationsdnderung ebenfalls verdndern kénnen. Diese mogliche Abweichung von der Linearitét
der Beziehung Z = f(c) wird bei der Verwendung einer experimentell bestimmten Kalibrierkurve

berticksichtigt.

Bei den in diesem Versuch vorhandenen Messbedingungen ist der lineare Zusammenhang zwischen

Z und c¢ gewéhrleistet. Es kann die Geradengleichung
N = a-c+b

angesetzt werden. Die Koeffizienten fiir den Anstieg ¢ und den Achsenabschnitt b werden durch
die Punkte der Zéhlrate Z;, hervorgerufen durch die bekannte Konzentration ¢; = 4 mol/i und der
Untergrundzéhlrate Zy, hervorgerufen durch die Konzentration von Kalium in destilliertem Wasser
co = 0, bestimmt. Uber das Anstiegsdreieck a = dz/d. (siehe Abbildung wird die Kalibriergerade
in der Form

= 2y

4 = -c+ 2y (15)
C1 — Qo

bestimmt. Da ¢y = 0 gilt und wenn fiir die Zéhlraten die gleiche Messzeit t,, vorliegt, vereinfacht
sich mit der Impulsanzahl N und mit Z = N/t, zu
N1 — N
N = 204N (16)
1
wobei N, Ni und Ny die gemessenen Impulszahlen fiir die unbekannte, die bekannte und die

Untergrund-Konzentration sind. Die unbekannte Konzentration ¢ wird somit mittels

N — N,

o0 1
N N, (17)

c =
bestimmt. Die berechnete Konzentration ¢ wird hierbei als Funktion ¢ = ¢(¢;, N, Ni, Ny) von
vier Variablen betrachtet. Eine einfache Darstellung dieses Zusammenhangs zeigt Abbildung [T1]

Fiir alle drei Zadhlmessungen wird eine Messzeit von jeweils 1000 s vorgeschlagen.

3.4. Ermittlung der Messunsicherheiten

Alle vier Grolen zur Berechnung der unbekannten Aktivitdt geméf werden experimentell
bestimmt und sind somit unsicherheitenbehaftet. Dabei ist konsequent zwischen systematischen

und zufdlligen Messabweichungen zu unterscheiden. Zur weiteren formalen Vereinfachung wird
c = Cl'f(Na N17 NO)

gesetzt. Die Funktion f ist dabei der Quotient

N — Ny
N, Ny, Ny) = ——
f( ) 1’ O) Nl _ NO
der sogenannten Netto-Impulszahlen (Differenz aus Brutto- und Untergrundimpulszahlen). f hat

die physikalische Einheit 1, da es sich um ein Verhéltnis handelt.
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Abb. 11: Grafische Darstellung der Messeffekte N1, Ny und N mit 4+ 20-Unsicherheit fiir eine Messzeit von
1000 s zur Bestimmung der unbekannten Konzentration (hier ¢ = 2,31 mol/i) durch die Kalibrier-
gerade, hier mit Anstiegsdreieck

Fir die Berechnung der Messunsicherheit der Konzentration c ist die Bildung der partiellen Ablei-

tungen nach den vier unabhéngigen Variablen ¢y, N, N; und Ny notwendig. Es ergibt sich zunéchst

de o Of
(901 o ’ 8N1 - A 8N1 ’
de of de of
— = ] == , — = " ==
ON ON ONy INy

Die auftretenden partiellen Ableitungen von f lauten (mit Hilfe der Quotientenregel)

of 1 of N - N, of N - N

ON ~ N —-N, oNy — (Ny— DNy ONy (N — Ny)2
3.4.1. Berechnung der systematischen Messabweichung

Eine systematische Messunsicherheit des Zahlgerédtes wirkt sich auf den berechneten Wert der Ak-
tivitdt der unbekannten Quelle nicht aus, da davon ausgegangen werden kann, dass das Messgerat
immer ein um einen konstanten Anteil zu kleines oder zu grofles Zahlergebnis liefert. Die systemati-
sche Messunsicherheit, die bedingt durch die nicht exakt gleiche Befiillung der Quellfliissigkeit in den
Messbechern auftritt, wird mit einer relativen Messabweichung der Impulsraten von es y = 2 %
abgeschétzt (95 % Sicherheit). Die relative systematische Messabweichung der Z#hlraten fiir die
Quellfiiissigkeit ist also immer gleich grof}; fiir die Ungrundzahlrate ist sie vernachléssigbar. Die
Konzentration ¢; wurde mit einer relativen systematischen Messabweichung von ¢, = 3 % be-
stimmt (95 % Sicherheit).

Eine systematische Messabweichung einer Funktion f von m unabhéngigen Variablen z; pflanzt sich
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unter der vereinfachten Berechnung der maximalen Messunsicherheit

m

A = S 1Y

=10

- |Aw g (18)

fort.

Fiir den vorliegenden Zusammenhang ergibt sich die systematische Messunsicherheit

of )

ON

Acs = f-Acl,ercl-(' |AN\+‘6 ‘ |AN0,S|+‘(9 ’

und mit der Annahme einer 95 %-igen Sicherheit kénnen AN bzw. A¢; g durch
ANy =esny-N=0,02-N bzw. Acis=¢€sc-c1=0,03-¢
berechnet werden. Somit ist

Acg = C1'|:5$,c'f+gs,N'<‘af’ N + af

ON ONy

N)} (19)

die endgiiltige Beziehung fir die maximale systematische Messabweichung der unbekannten Kon-

zentration c.

3.4.2. Berechnung der zufilligen Messabweichung

Die zufallige Messabweichung Ac, entspricht in dem hier vorliegenden Fall gerade der Standardab-

weichung o, der zu bestimmenden Konzentration c.

Allgemein gilt fiir die Varianz O'f bzw. Standardabweichung o fiir einen Messwert, der als Funktion
f von m unabhéingigen Variablen z; darstellbar ist, dass sie sich nach dem GAussschen Fehlerfort-

pflanzungsgesetz (auch Varianzfortpflanzungsgesetz genannt)

3= YDy (20)

berechnet. Hierbei sind Jgi die Vaianzen der Variablen z;. Fiir den konkreten Fall kann fiir ¢; keine

zufillige Messabweichung gegeben werden, sodass

= () e Gk ()

gilt. Unter Beriicksichtigung von 0% = N (und analog fiir Ny und N;) vereinfacht sich diese Glei-

o = - l(;{,) 'N-l-(;j\;o) No—i—(aajj\;l) N1] (21)

und es ist lediglich zu beachten, dass die schon zahlenméfig bekannten partiellen Ableitungen von

chung zu

f zu quadrieren sind.

Die zufillige Messabweichung der gesuchten Konzentration wird fiir einen Vertrauensbereich von
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~ 95 % geméif
Ac, = 2 -0,

angegeben.

Fir diese Messaufgabe ist die Abschidtzung einer maximalen Messunsicherheit mit einer Irrtums-

wahrscheinlichkeit von 2 % akzeptabel.

3.4.3. Angabe der gesamten Messabweichung der Konzentrationsbestimmung
Durch Addition der zufélligen und systematischen Anteile
Ac = Acs+ Ag,

folgt die maximale Messabweichung der Konzentrationsbestimmung.

Die Angabe der relativen Messabweichung € = A¢/¢, vorzugsweise in der Einheit %, sollte ebenfalls

erfolgen.

3.4.4. Hinweise zur Betrachtung der Messunsicherheiten

Bei der Versuchsdurchfithrung wird die Unsicherheit der Resultate im Wesentlichen durch Messab-
weichungen bei der Bestimmung der Zahlrate Z bzw. der Konzentration ¢; verursacht. Der Einfluss
von Ungenauigkeiten bei der Einstellung der Detektorspannung bzw. bei der Zeitmessung kann

vernachlassigt werden.

Fir die Bestimmung der Messunsicherheiten ist es sinnvoll, die drei partiellen Ableitungen von
f numerisch zu berechnen. Welche physikalischen Einheiten haben diese Ableitungen? Mit einem
Tabellenkalkulationsprogramm lassen sich leicht die jeweiligen Anteile der einzelnen Messeffekte an
der systematischen und relativen Messabweichung der Aktivitatsbestimmung berechnen und akku-
mulieren. Ohne rechentechnische Hilfsmittel kann diese Rechnung auch einfach im Protokollheft
erfolgen. Eine solche Vorgehensweise ist besser als die unmittelbare Eingabe der Beziehungen
und in den Taschenrechner. Sie verringert die Gefahr eines Eingabefehlers und Sie erhalten ein

Gefiihl fir den Einfluss der Einzelmesswerte auf die Messabweichungen.

Ebenfalls sollte diskutiert werden, in welchem Mafle die Verldngerung der Messzeit eine Erhéhung
der Messgenauigkeit bewirkt. Was bedeutet das im Kontext der begrenzten Praktikumszeit fiir Thre
Versuchsplanung? Welche Messzeiten miissen am ehesten verléngert werden, um eine Verbesserung

der Genauigkeit zu erzielen?

4. Fragen

In dieser Anleitung stehen mehrere Dutzende Gleichungen, die fiir eine halbwegs vollstdndige Dar-
stellung des Stoffes notwendig sind. Fiir den eigentlichen Versuch brauchen Sie weit weniger For-
meln. Bereits das Herausarbeiten dieser essentiell wichtigen Formeln stellt schon eine gute Art der

Vorbereitung dar. Als Hilfestellung dienen Thnen die folgenden Fragen.
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1. Erarbeiten Sie sich ein Grundlagenwissen zur Radioaktivitét (Definition, Gréen und Einhei-

ten, Zerfallstypen).
2. Wie kann der sogenannte Nulleffekt verringert werden?
3. Wann ist eine Aktivitdt auf ihren tausendsten bzw. millionsten Teil abgeklungen?

4. Unter welchen Bedingungen folgen bei Aktivitdtsmessungen die ermittelten Impulszahlen
einer POISSON-Verteilung?

5. Wie grof} sind bei einer Zahlmessung die Varianz und die Standardabweichung bei N ge-
messenen Impulsen? Wie ist eine Messzeit t,, festzulegen, wenn bei einer Zdhlmessung eine
bestimmte Fehlergrenze fiir die relative zuféllige Messabweichung unterschritten werden soll?

(Formel!) Welche Informationen benétigen Sie zur Ermittlung dieser Messzeit?

6. Eine physikalische Gréfle x soll durch eine Serie von n Einzelmessungen bestimmt werden.
(Es handelt sich im Allgemeinen nicht um Zahlmessungen!) Wie lauten die fiinf Formeln, mit
denen der Mittelwert sowie die Varianz und Standardabweichung der Einzelmesswerte bzw.

2

des Mittelwertes (Z, 02, 0,, 02, o) ermittelt werden?

T

7. Wie hat die grafische Darstellung eines Zusammenhanges M = f(z) zu erfolgen, wenn der
Messeffekt das Resultat einer Zahlmessung ist (siche Abbildung ?

8. Verifizieren Sie Gleichung !

9. Fiir eine vorgegebene Gesamtmesszeit tges = t, + tp ist eine Optimierung der Aufteilung der
Messzeiten fiir Brutto- und Nulleffektmessung vorzunehmen. In welchem Verhéltnis 1 = /¢,
sollten die Messzeiten stehen, damit die zufillige Messabweichung minimal wird? (Die zu
erwartenden Brutto- bzw. Nulleffektzdhlraten 7, und Zy sind ndherungsweise durch Uber-

sichtsmessungen bekannt.)
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A. Anhang

A.1. Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein einzelner Kern in der Zeit ¢ umwandelt, ist durch das expo-

nentielle Umwandlungsgesetz (2]) geméas
p = l—e (22)

gegeben. Im Allgemeinen interessiert nicht die Umwandlung eines einzelnen Kerns. Stattdessen
wird immer eine gewisse Anzahl N von radioaktiven Kernen (die Grundgesamtheit) beobachtet.
Da die Kernumwandlungen voneinander unabhéngig sind, konnen innerhalb einer gewissen Zeit-
spanne t auch mehrere Zerféille auftreten. Allerdings kann ein einmal umgewandelter Kern nicht
nochmal auf dieselbe Art zerfallen; er ist also vom weiteren Geschehen ausgeschlossen. Unter der
Berticksichtigung dieser Umstédnde kann die Wahrscheinlichkeit P(z) fir das Auftreten von genau

x Zerfallsereignissen durch die Binomialverteilung

P@) = (f)m%(l—p)f“ - (N>-<1—e“>x-<e“>m (23)

T

ausgedriickt werden. Fiir den Mittelwert folgt
w = N-p = N-(l—e_A't) (24)
und die Varianz kann zu
02 = N-p-(1—-p) = N-(1—e)y.eM (25)

bestimmt werden. Diese Verteilungsfunktion gilt fiir die Statistik aller Umwandlungsprozesse mit
einer fixen, nicht beeinflussbaren Umwandlungskonstanten A. Noch allgemeiner ausgedriickt handelt
es sich um sogenannte BERNOULLI-Ezperimente, bei denen nur zwei verschiedene, sich gegenseitig

ausschliefende Ereignisse mit konstanter Wahrscheinlichkeit eintreten kénnen.

A.2. GAuss-/Normalverteilung

Unter Verwendung der Stirling-Formel zur Fakultitsberechnung grofier Zahlen, sowie beim Uber-

gang zu einer stetigen Zufallsvariablen folgt fiir Zdhlmessungen die Dichtefunktion

1 (z—p)?

@) = e H (26)

die eine spezielle Form der Dichtefunktion

1 /x 2
T — . eii'(T) 27
@) = 27)
der GAUSS- Verteilung darstellt. hat im Gegensatz zu (27) nur einen Verteilungsparameter,
da hier die Varianz ¢? mit dem Erwartungswert p zusammenfillt. Die Normalverteilung mit der
Dichtefunktion ist der Grenzfall der POIsSON-Verteilung fiir groffe Erwartungswerte. Die Ap-



Versuch: RM1 Anhang Seite 11

proximation der diskreten POISSON-Verteilung mit der stetigen GAUSS-Verteilung ist immer nur
eine Naherung — wenn auch fiir 4 > 10 eine brauchbare und fiir g > 50 eine relativ genaue N&-
herung. Dies ist bei einem unmittelbaren Vergleich von Zahlmessungen mit dieser theoretischen

Verteilungsfunktion stets zu beachten.

A.3. Theoretische und empirische Verteilungsfunktionen

Die theoretische Verteilungsfunktion F'(z) fiir eine diskrete Zufallsvariable ist gemaf
F(X<z)= Zx:P(X =1) (28)
i=0
definiert. Die Definition fiir eine stetige Zufallsvariable ist durch
F(X<z) = / F(2')da! (29)

gegeben. Aufgrund der Normierung der Dichte- bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion gilt immer
F(—00) = 0 und F(co) = 1. Sind f(z) bzw. P(z) nur fiir ein Intervall [a, b] definiert, so gilt
F(a) = P(z = a) und F(b) = 1.

Die Verteilungsfunktionen nehmen beispielsweise Formen wie

1 z _(2/7 )2
F(X<z) = N(z) — m-/e Ao (30)

an, welche die theoretische Verteilungsfunktion zu darstellt und nicht analytisch l6sbar ist.

In der Praxis ist aber der Erwartungswert p nicht bekannt, sondern soll erst durch die Messungen
abgeschatzt werden. Dazu wird eine Serie von n Einzelmessungen durchgefiihrt. Die Messwerte x;

koénnen bei Zahlmessungen nur natiirlichzahlige Werte annehmen. Der Mittelwert

1 n
[

ist eine positive rationale Zahl und stellt einen Schatzwert fiir den theoretischen Erwartungswert p
dar. Er wird auch als statistischer oder empirischer Erwartungswert pg; bezeichnet. Ein geeignetes
MaS$ fiir die Streuung der Einzelmessungen ist die empirische Standardabweichung o, der Messreihe,

die sich aus der Varianz

1 n
2 ) 2
op N ;:1 (z; — T) (32)

ergibt. Fir die rechnerische Auswertung bietet sich die Darstellung

9 1 s 9 9 n —5 9 (fiir groBe n) 5 9
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an. Eine weitere wichtige Grofle ist die Standardabweichung des Mittelwertes oz, die sich wieder

aus der entsprechenden Varianz

2 o 1 ~ 2 2
L2 = 2 — . “_n-T . 33
ergibt. Die statistische Auswertung von Messserien mittels bis ist keine Besonderheit von
Zahlmessungen, sondern auch fiir Messwerte mit einer stetigen Verteilung giiltig (siehe Anleitung
zum Versuch ,Fehleranalyse“). In unserem Falle sind die Messreihen entsprechend und

normalverteilt.

Die Statistik der Z&hlmessungen gehorcht einer POISSON-Verteilung. Hierbei fillt — wie schon
gesagt — der theoretische Wert der Varianz 0 mit dem Erwartungswert p zusammen, die theore-

tische Standardabweichung ist also immer o = |/u.

Bereits eine einzige Messung (n = 1) von N Impulsen liefert eine Stichprobe fiir den Erwartungswert
(v ~ N). Somit kénnen die Varianz 0% ~ N, die Standardabweichung ¢ ~ /N sowie die relative
Standardabweichung ¢, ~ 1/vN abgeschétzt werden. Dabei spielt es keine Rolle ob die N Impulse

am Stiick gemessen oder in einer Serie von k£ Teilmessungen aufgenommen und anschlieSend gem&f

N = > g (34)

akkumuliert werden. Die einzige Einschrankung ist, dass es sich auch hier wieder nur um eine sta-
tistische Schétzung handelt und dass PoOIssoN-Statistik vorliegt.

Bei einer Gesamtheit von n gleichartigen Einzelmessungen mit der Gesamtimpulsanzahl N ist
der Mittelwert T = N/n nach der Schétzwert fiir den empirischen Erwartungswert p, einer
Einzelmessung und die theoretische Standardabweichung ist o = +/Z = /N/n. Die relative Hiu-
figkeitsfunktion h(X = z) = W ist gerade die empirische Wahrscheinlichkeitsfunktion, wobei

H(z) die absolute Haufigkeit der Ereignisse vom Typ X = x ist.

In Abbildung ist die GAUss-Approximation einer groflen Stichprobenmenge aus einer PO1s-
SON-Verteilung zu sehen. Beide Verteilungen haben die Standardabweichung o = /i = V49 =T.
Die Asymmetrie der PO1SSON-Verteilung ist auch bei diesem groflen Erwartungswert noch deutlich
zu erkennen. Aufgrund der grofien Anzahl von Stichproben konnte hier auf eine Darstellung der

sehr kleinen Unsicherheiten verzichtet werden.

Fir die empirische Verteilungsfunktion steht die relative Summenhdufigkeit
x 1 x
S(X<z) = (k) = —- H() (35)

die meist in % angegeben wird. Sie ist das Aquivalent zu der theoretischen Verteilungsfunktion
F(z). Wird die normierte Summenhéufigkeit mit der Verteilungsfunktion verglichen, so
muss fir die normierte Summenhé&ufigkeit eine sogenannte Stetigkeitskorrektur durchgefiihrt wer-
den. Dies ist notwendig um die diskreten Punkte der Summation von S(z) mit den kontinuierlichen
Grenzen der Integration von F(z) in Einklang zu bringen. Dazu werden die Datenpunkte der em-
pirischen Verteilungsfunktion aus Abbildung am jeweiligen Intervallende in Abbildung
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(c) Empirische Verteilungsfunktion im Vergleich mit der theortischen

Verteilungsfunktion

Abb. 12: n = 10° Stichproben aus einer POISSON-Verteilung mit dem Erwartungswert p = 49 im Vergleich
mit der Dichtefunktion der GAUSS-Verteilung
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eingetragen, hier also bei =z 4 0, 5.

Insgesamt sind die im Abschnitt genannten Varianten des Tests insbesondere fiir grofle Er-
wartungswerte sehr miihselig, wenn keine Rechentechnik verfiigbar ist oder entsprechende Software
und/oder Fertigkeiten zu deren Bedienung nicht vorhanden sind. Als alternative Moglichkeit bie-
tet sich die in Abbildung [13] gezeigte Darstellung der Messdaten in einem Wahrscheinlichkeitsnetz
an. Hier wird die empirische Verteilungsfunktion (normierte Summenhéufigkeiten) S(z) gegentiber
T =z + 0,5 (Stetigkeitskorrektion) abgetragen. Dabei muss beachtet werden, dass die Werte der
Summenhéufigkeiten immer binomial-verteilt sind, weswegen sich die Varianz geméf berech-
net. Die so berechneten doppelten Standardabweichungen sind die zufélligen Messabweichungen
fir die Werte der relativen Summenhéufigkeiten und damit fiir die Lage der Fehlerbalken in ent-
sprechenden Grafiken entscheidend. Die Abszisse des Wahrscheinlichkeitsnetzes ist so verzerrt, dass
GAuss-Verteilungsfunktionen automatisch eine Gerade ergeben. (Oft sind auch noch die Grenzen
+ log, + 204, ... mit eingezeichnet.) Bei der grafischen Auswertung wird durch numerische Appro-
ximation oder mit Augenmaf eine Gerade durch die Punkteschar der empirischen Verteilungsfunk-
tion gelegt. Der Ordinatenwert des Schnittpunktes der Gerade mit der Konstante bei S(z) = 0,1 %
gibt gerade den Wert 2, = u,; — 3,09 - 0 wieder. Bei der Konstanten S(z) = 99,9 % ergibt der
Ordinatenwert des Schnittpunktes mit der Geraden entsprechend gerade den Wert z, = 1, +3,09-0
wieder. Damit und mit dem Ordinatenwert des Schnittpunktes der Geraden mit der Konstanten
S(z) = 50 %, was dem Erwartungswert u, entspricht, konnen die Parameter der approximierten

Normalverteilung bestimmt werden.

99’9 SN I NN AN ML |

.5 4l
% 9975 Semp 26& T
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90 ¢

70
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Abb. 13: Darstellung der empirischen Verteilungsfunktion einschl. zufilliger Messabweichung (+ 20g-
Unsicherheit) im Wahrscheinlichkeitsnetz

Da die Normalverteilung wiederum der Grenzfall der POISSON-Verteilung ist, gilt somit auch die
GAuUsssche Fehlerfortplanzung zur Berechnung der zufalligen Messabweichung. An folgendem, ein-

fachen Beispiel soll dies demonstriert werden.

Die Nettozdhlrate Z, = Z, — Zy stellt die Differenz der Bruttozdhlrate Z, = No/4, von der
Untergrund-/Nullzdhlrate Zy = No/t, dar. Der Bruttomesseffekt von N, Impulsen wird in der Brut-
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tomesszeit #, und der Nulleffekt Ny innerhalb der Nulleffektmesszeit #; ermittelt. Die Standardab-
weichungen von N, und Ny sind /Ny, bzw. /Ny, da es sich um Zahlmessungen handelt. Geméf
der GAUssschen Fehlerfortpflanzung léasst sich fiir die Statistik der Nettozédhlrate der Ausdruck

N, Ny 1 12
0-1?1 = t72+t72 — On — ? Nb+t%N0 <36)
b 0 b 0

ableiten. Bei gleichen Messzeiten #, = tg = tpess wird dies zu

VvV Ny + Ny
o = YR (37)

vereinfacht. Fir diese wichtigen Betrachtungen wurde die zuféllige Messabweichung der Zeit ver-

nachléssigt, da sie im Vergleich zum statistischen ,,Zéhlfehler in diesem Versuch keine Rolle spielt.

Literatur

[1] W. Ilberg (Hrsg.), M. Krotzsch (Hrsg.) et. al., Physikalisches Praktikum fir Anfin-
ger, Teubner-Verlag, Leipzig 1994

[2] W. Stolz, Radioaktivitit: Grundlagen — Messungen — Anwendungen, Teubner-Verlag, Stutt-
gart /Leipzig 2003

[3] L. Herforth,H. Koch, Praktikum der Radioaktivitit und Radiochemie, Verlag A. Barth, Leipzig
1992

[4] B. Dorschel,V. Schuricht,J. Steuer, Praktische Strahlenschutzphysik, Spektrum Akademischer
Verlag, Heidelberg, Berlin 1992



	Aufgabenstellung
	Grundlagen
	Radioaktivität und Zerfallsgesetz
	Das Radionuklid 40K
	Statistik von Zählmessungen
	Poisson-Verteilung, Theorie
	Poisson-Verteilung, Experiment

	Das Geiger-Müller-Zählrohr (GMZ)

	Experimentelle Durchführung
	Versuchsaufbau
	Messung der Zählrohrcharakteristik
	Radiometrische Kaliumbestimmung
	Ermittlung der Messunsicherheiten
	Berechnung der systematischen Messabweichung
	Berechnung der zufälligen Messabweichung
	Angabe der gesamten Messabweichung der Konzentrationsbestimmung
	Hinweise zur Betrachtung der Messunsicherheiten


	Fragen
	Anhang
	Binomialverteilung
	Gauß-/Normalverteilung
	Theoretische und empirische Verteilungsfunktionen

	Literatur

