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1 Lernziele

1.

Sie erwerben ein grundlegendes Versténdnis zum physikalischen Messprozess, der Streu-
ung von Messwerten und der Bedeutung von Messunsicherheiten.

Sie kennen zwei Arten von Messunsicherheiten und konnen diese voneinander unter-
scheiden.

Sie wenden die in der Versuchsanleitung vorgestellten Methoden zur Abschéitzung
zufélliger und systematischer Messunsicherheiten an.

Sie ermitteln durch Fortpflanzung der Messunsicherheiten die maximale Gesamtunsi-
cherheit einer indirekten Messgrofle.

2 Aufgabenstellung

Ziel des Versuchs ist die Ermittlung der Periodendauer T' eines Fadenpendels. Hierfiir wer-
den 10 bis 200 Einzelmessungen fiir die Periodendauer 7" durchgefiihrt. Die Unsicherheit des
Messergebnisses wird abgeschétzt, indem die Resultate der Messung hinsichtlich des arith-
metischen Mittels 7', der empirischen Standardabweichung sy und der empirischen Stan-
dardabweichung des Mittelwerts s; sowie der Verteilungsfunktion von 7" untersucht werden.

1.
2.

Fiir 10 Einzelmessungen sind von Hand T, sy und sz zu berechnen.

Nach der Klasseneinteilung werden 200 Messungen durchgefithrt und mit dem zur
Verfiigung stehenden Programm ausgewertet. Um die Entwicklung statistisch relevan-
ter Groflen in Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang zu verfolgen, werden nach 10, 25,
50, 100 und 200 Messungen die Haufigkeiten der Messwerte ermittelt.

Fiir die einzelnen Messungen ist anhand der Haufigkeitsverteilung das Vorliegen einer
Normalverteilung zu priifen.

Nach der Messung der Periodendauer 7" und der Pendelldnge [ wird aus den gewonne-
nen Daten die Fallbeschleunigung g und deren Messunsicherheit ermittelt.
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3 Durchfiihrung

Die Dokumentation und -auswertung der Daten erfolgt durch das Excel-Skript FA-
NF-W22 xlsm. Zahlen sind nach deutschsprachiger Notation mit Komma einzugeben
(nicht mit Punkt!). Die einzelnen Programmschritte sind nacheinander auszufiihren.

Um den subjektiven Einfluss zu erhohen, stoppen Sie T" am Umkehrpunkt des Pendels.
Die Amplitude der Pendelschwingung sollte 10 cm nicht iiberschreiten. Die Messreihe
kann unterbrochen werden, um das Pendel neu anzuregen.

Zur Bestimmung der Pendelléinge messen Sie den Abstand Tischfliche - Aufhdngepunkt
des Pendels mit dem Laserentfernungsmesser GLM 30 (die Handhabung ist selbster-
kldrend) und den Abstand Tischflache - Kugelmitte mit dem Stahllineal. Zu beachten
ist hierbei, dass der tatsidchliche Schwerpunkt von der Kugelmitte i.d.R. abweicht.

Beim Vorversuch miissen Sie alle Einzelmessungen ins Protokoll iibernehmen und die
statistischen Kenngréflen wie den Mittelwert und die Standardabweichungen der Ein-
zelmessungen und des Mittelwertes berechnen. Thre Auswertungen werden vom Pro-
gramm iiberpriift.

Fiir die Festlegung der Intervalleinteilung nutzen Sie die Ergebnisse des Vorversuches.
Gefordert ist eine Intervalleinteilung, bei der 99,9 % der Messwerte innerhalb der In-
tervalleinteilung liegen (Messintervalle von T' — 3¢ bis T' + 30).

Die Auswertung und Darstellung der Messwerte des Hauptversuches erfolgt durch den
Computer. Fiir Thr Protokoll stellen Sie aus Tabellen und Diagrammen eine Druckseite
zusammen, die wichtige statistische Ergebnisse des Versuches veranschaulicht.

Nutzen Sie auch die Moglichkeit, nach Beendigung des Hauptversuchs die Interval-
leinteilung anhand genauerer Werte anzupassen. Dies kann sowohl im Meniipunkt
,Priifung Normalverteilung®“ als auch unter ,,Intervalleinteilung” erfolgen.

Aufgrund der Teilung des Versuchs wird der Programmpunkt , g-Ermittlung® nicht
genutzt.

Im Protokoll ist zu Beginn der Diskussion das Endergebnis mit berechneter Unsicher-
heit und korrekter Rundung klar herauszustellen z.B. g = (9,81 + 0,068%). In der
Diskussion sollten Sie auf beide Teile des Versuches (Statistik und g-Ermittlung) ein-
gehen.

Das ©@Gravity Information System der PTB Braunschweig gibt den Wert der Fallbe-
schleunigung fiir die Koordinaten des Recknagel-Baus g = (9,811123 & 0,000020) %5
(Vertrauensniveau 95 %) an.
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Versuch FA - PHY

Im VYersuch messen Sie die Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels mehrfach [200 mall.
Diese Messungen werten Sie statistisch aus.

Aus dem Ergebnis bestimmen Sie die Fallbeschleunigung g und die statistische und systematische
Messunsicherheit von g durch die geqgebene Versuchsdurchiihrung.

Initialisierung

i warden ale Messeerie

Ablauf:
1. Bestimmen Sie in einem Yorversuch mit 10 Messungen den Mittelw ert der Schwingungsdauer und die
Standardabw eichungen der Einzelmessung und des Mittelwertes.
Oie Messwerte und lhre Auswertung sind zu pratakallisren.
Start des Vorversuchas

{dar Viarsersuoh kann wiedemolt wesden! )

2. AnHand lkrer Ergebnisze des Vorversuches legen Sie eine geeignete Intervalleinteilung (i die statistizche

Buzwertung lhrer Hauptmessung fest.

Festzulegen sind die Anzahl derIntervalle, der Anfangswert des ersten Intervalls und die Intervallbreite AT
Intervalleinteilung

vl P werden afle bisherigan
T ZUm Hawuptwersuch geidsont

mi dir i

3. Beider Hauptmeszung werden nach 10, 25, 50, 100 und 200 Messungen die Haufigkeiten der Mezzwerte inden
einzelrnen Intervallen ermittelt.

Hauptversuch
(D= Messung kann zu belkeSigen Zeitpunkien unbertrochon uwnd
wigder fomgesetzt werden]

4. Die Gesamtmessreibe mit den 200 Messwerten bzw. deren Haufigkeitsverteilung ist auf Varliegen einer Marmalverteilung

Aus den Parametern Mittelw ert und Standardabw eichung wird die Marmaluerteilungskuree berechnet und dargestell.

Ebenfalls wird der gemessene Paolugonzug dargestell.
[Sie haben auch die Maglichkeit, diese Darstellung fiir andere Anzahlen von Messwerten zu erstellen. Gegebenenfalls kdnne Sie die

Priifung Normalverteilung

i Anzahl der 2u vensendenden Messanne und dle Berelonsentalang kinnen varked
werden

9. Stellen Sie sich eine Seite zum Ausdicken zusammen!
‘' ahlen Sie sich dazu far Sie wicktige Grafiken und Tabellenbereiche aus und gestalten Sie die Druckseite.

auszudruckende Seite erstellen

B. Ermitteln Sie aus der mittleren Scheingungsdauer T gy und der Lange des Fadenpendels die

Berechnen Sie die sustematizche und statistizche Messunsicherheit von g.

Meben der Mezzunsicherheit der Tig, - Messung ist noch die Meszunsicherheit der Pendellinge zu beachten.

Der Hersteller gibt die Genauigkeit des GLM 30im Messbereich biz 30m mit £ 2mm und die Ganggenauigkeit der Ll im
Mezsbersich von (0 - )= mit + 0,010z an. Die Genauigkeit dez Stahllineals entnebmen Sie der Tabelle im Einfahrungshefr.

g - Ermittlung

Das van (hnen berechnete Eqabnls wind kontraliet)

T. Beenden Sie lhren Yersuch. lhre Ergebnizze werden unter dem Mamen lhrer Gruppe abgespeichert.

Versuch beenden
[ihrz Ergebnizse werden abgespeichert)

Ubersicht iiber die Startseite des Computerprogramms mit den einzelnen Programmschritten
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4 Motivation

Die Physik ist eine Wissenschaft, die grundlegende Naturphénomene untersucht. Ein Beispiel
hierfiir ist die Bewegung von Kérpern, wie die mechanische Schwingung eines Fadenpendels.
Bei der Durchfithrung physikalischer Experimente werden Messwerte aufgenommen und aus-
gewertet, um den Wert einer physikalischen Grofle zu bestimmen. Ziel dieses Vorgehens ist
u. a., theoretische Modelle experimentell zu iiberpriifen. Anhand eines Experiments kann
festgestellt werden, wie gut ein theoretisches Modell die Wirklichkeit beschreibt. Manchmal
stellt man fest, dass ein theoretisches Modell keine genaue Beschreibung der Wirklichkeit
liefert. In diesem Fall muss das Modell verworfen bzw. iiberarbeitet und erneut experimentell
iiberpriift werden. Theorie und Experiment stehen somit in einem direkten Zusammenhang.
Wenn in einem Versuch eine physikalische Grofie mehrmals unter gleichen Bedingungen ge-
messen wird, dann wird der Messwert immer verschieden sein, wenn die Auflosung des Mess-
gerits ausreichend grof} ist. Infolgedessen treten bei jeder Messung Abweichungen auf, die als
Messunsicherheiten bezeichnet werden. Storungen aufgrund duflerer Einfliisse fithren dazu,
dass der erhaltene Messwert vom wahren Wert der physikalischen Grofle abweicht, wobei
der wahre Wert stets unbekannt ist. Ein Messwert erhélt nur durch die Angabe seiner Mes-
sunsicherheit eine wissenschaftliche Bedeutung, da somit dessen Genauigkeit eingeschétzt
werden kann. Es ist deshalb erforderlich, dass das Endergebnis eines physikalischen Expe-
riments den ermittelten Messwert und seine Messunsicherheit umfasst, da andernfalls nicht
iiberpriift werden kann, wie gut das theoretische Modell die Wirklichkeit beschreibt.

5 Grundlegende Begriffe

Messen

Messen ist ein experimenteller Vorgang, durch den ein spezieller Wert einer physikalischen
GroBe (der Messgrofe) als Vielfaches ihrer Mafleinheit oder eines Bezugswertes ermittelt
wird. Das Ergebnis der Messung einer physikalischen Grofle ist der Messwert. Zu jedem
Messwert gehoren Zahlenwert und Einheit:

Messwert = Zahlenwert - Einheit
Schwingungsdauer T eines Fadenpendels = 3,91 - s

Jedes Messergebnis wird unter speziellen Messbedingungen erzielt. Diese sind moglichst kon-
stant zu halten und stets im Protokoll anzugeben.

Direkte und indirekte Messgroflien

Messgroflen konnen direkt oder indirekt bestimmt werden. Bei einer direkten Messung wird
der Messwert direkt an einem geeigneten Messgerit abgelesen. Ein Beispiel hierfiir ist die
Messung der Zeit ¢t mit einer Stoppuhr. Im Unterschied zu direkten Messgrofien werden indi-
rekte Messgrofien nicht gemessen, sondern aus direkten Messgrofien berechnet. Ein Beispiel
ist die Berechnung der Dichte p anhand der Messwerte fiir die Masse m und des Volumens
V unter Zuhilfenahme der Gleichung

=y

m, V... direkte Messgrofien
p... indirekte Messgréfien
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Messunsicherheiten

Die Messung einer physikalischen Grofle ist stets mit Messunsicherheiten behaftet. Das Er-
gebnis einer Messung umfasst daher den experimentell ermittelten Wert einer physikalischen
GroBle oder den aus mehreren Messwerten berechneten Wert (Schétzwert) sowie die zu-
gehorige Messunsicherheit. Erst wenn der Schéatzwert und die zugehorige Messunsicherheit
ermittelt wurde, ist das Ergebnis einer Messung aussagekriftig. Die Messunsicherheit ent-
spricht einem zweiseitigen Intervall, dass die Genauigkeit des Schétzwertes durch eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage (Vertrauensniveau) widerspiegelt. Das Vertrauensniveau gibt an, mit
welcher Wahrscheinlichkeit bei wiederholter Durchfithrung des Experimentes der dann er-
haltene Schatzwert innerhalb des urspriinglich angegebenen Vertrauensintervalls liegt.

Bei der Betrachtung von Messunsicherheiten wird zwischen zufilligen und systematischen
Messunsicherheiten unterschieden. Von zufialligen Messunsicherheiten spricht man, wenn
sich die Messwerte mehrfach durchgefithrter Einzelmessungen voneinander unterscheiden
und zufillig um den gesuchten Wert einer physikalischen Grofie streuen. Von systemati-
schen Messunsicherheiten spricht man, wenn Messwerte nicht um den gesuchten Wert
einer physikalischen Grofie streuen, sondern systematisch verschoben sind. Messunsicher-
heiten werden von groben Fehlern unterschieden, da grobe Fehler vermeidbar sind und auf
nachléssigen Handlungen, Irrtiimern usw. beruhen. Grobe Fehler werden daher nicht in die
Berechnung von Messunsicherheiten einbezogen.

Die folgende Abbildung 1 veranschaulicht den Unterschied zwischen zufélligen und systema-
tischen Messunsicherheiten.

(a) (b) ()

@

Abb. 1: Ein Schiitze versucht, den Mittelpunkt der Zielscheibe zu treffen. Im vorliegenden Bei-
spiel entspricht der Mittelpunkt dem wahren Wert einer physikalischen Grofle. Anhand
des Trefferbildes (a) wird deutlich, dass die Treffer um den Mittelpunkt der Zielscheibe
streuen. Die zuféllige Messunsicherheiten ist ein quantitatives Mafl zur Beschreibung die-
ser Streuung. Trefferbild (b) verdeutlicht ebenfalls eine Streuung der Messwerte um den
wahren Wert, allerdings ist die Streuung grofler als in Trefferbild (a). Hieraus ldsst sich
schlussfolgern, dass die zufélligen Messunsicherheiten in (b) grofer sind als in (a). Auch
Trefferbild (b) veranschaulicht ausschlielich die Natur zufilliger Messunsicherheiten. In
Trefferbild (c) zeigt sich sowohl eine Streuung als auch eine konstante Verschiebung von
Treffern gegeniiber dem wahren Wert nach rechts. Die systematische Messunsicherheit
ist ein quantitatives Maf} fiir die Verschiebung aller Treffer beziiglich des Mittelpunkts.
Zufillige und systematische Messunsicherheiten treten hier in Kombination auf.
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6 Messung

6.1 Intervall auf der Zahlengeraden

Wir gehen nun davon aus, dass die Messung einer physikalischen Grofie sehr oft wiederholt
wird und unter identischen Bedingungen stattfindet. Ein Beispiel ist die 200-fache Messung
der Periodendauer 7' im vorliegenden Versuch. Der Messwert 7; jeder Einzelmessung wird
nun auf einer Zahlengeraden aufgetragen (Abb. 2). Dabei wird deutlich, dass die Messwerte
streuen. Fiir die Messung kann ein Intervall auf der Zahlengerade dargestellt werden, welches
sich vom kleinsten bis zum gréfiten Messwert erstreckt. Je grofier die Streuung der Messwerte
ist, desto breiter ist das Intervall.

2975 3,005 3,175 3,275 3,375 3,475 3,575 3,675
T/s

Abb. 2: Die Messwerte T; der 200-fachen Einzelmessung der Periodendauer T' als Punkte auf der
Zahlengerade.

Um zu analysieren, ob Messergebnisse in bestimmten Teilintervallen haufiger auftreten als
in anderen, reicht die Darstellung in Abbildung 2 nicht aus. Hierfiir muss eine diskrete
Héaufigkeitsverteilung erstellt werden.

6.2 Diskrete Haufigkeitsverteilung

Mit einer diskreten Haufigkeitsverteilung (Histogramm) wird graphisch dargestellt, wie viele
Messwerte in einem bestimmten Teilintervall auftreten. Hierfiir wird die Zahlengerade in
kleinere Intervalle eingeteilt (Klasseneinteilung).

50

T 3,025 3,075 3,125 3,175 3,225 3,275 3,325 3,375 3,425 3475 3,525
T/s

Abb. 3: Histogramm nach der 200-fachen Messung der Periodendauer T'. An der xz-Achse ist je-
weils die Intervallmitte der 11 Intervalle aufgetragen. An der y-Achse ist die Haufigkeit
H(T) 60 gemessener Einzelwerte als Funktion der gemessenen Grofie T' aufgetragen. Die
Balken (blau) zeigen die Anzahl von Messwerten in einem bestimmten Intervall. Die In-
tervallbreite betragt 0,05 s. Es wird deutlich, dass sich dem siebten Intervall die meisten
Messwerte zuordnen 45 lassen.

In der Statistik wird die Anzahl an Klassen mit r = y/n berechnet, wobei n der Anzahl an
Einzelmessungen entspricht. In den einzelnen Intervallen wird die Anzahl der Messwerte, die
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innerhalb des Intervalls liegen, bestimmt. AnschlieBend wird diese Haufigkeit graphisch in
Form senkrechter Balken dargestellt (Abb. 3). Zu erkennen ist, dass sich die Messwerte in
den mittleren Intervallen hidufen. Geringere Abweichungen vom héufigsten Wert treten ofter
auf als groflere Abweichungen.

6.3 Kontinuierliche Normalverteilung

Betrachtet man Histogramme mit immer mehr Einzelmessungen und einer Unterteilung der
Daten in immer mehr Klassen, so erhélt man immer glattere Darstellungen. Im Grenzfall
unendlich vieler Einzelmessungen geht die diskrete Haufigkeitsverteilung (blau) in eine kon-
tinuierliche Verteilung (rot) itber (Abb. 4).

50
40
30
20

10

3,025 3,075 3,125 3,175 3,225 3,275 3,325 3,375 3,425 3,475 3,525
T/s
Abb. 4: Der Ubergang von der diskreten Hiufigkeitsverteilung (blau) zu einer kontinuierlichen

Verteilung (rot) am Beispiel der 200-fachen Messung der Periodendauer T'. Die rote Kurve
hat die Form einer Normalverteilung.

Wird die Flache unter der roten Kurve auf Eins normiert, so beschreibt diese eine Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion und wird Gaufiverteilung, Normalverteilung oder Gauf“sche
Normalverteilung genannt. Sie hat die Form einer Glockenkurve (Abb. 5) und wird durch
folgende Funktion mathematisch beschrieben:

1

oV 2

w(z) =

202

o]

exp {_

Die Normalverteilung ist durch zwei Parameter eindeutig bestimmt: den Erwartungswert pu
und die Standardabweichung o. Der Erwartungswert p beschreibt die Lage des Maximums
der Glockenkurve, wihrend die Standardabweichung o als Abstand zwischen den Wende-
punkten und dem Maximum gy, ein MaB fiir deren Breite ist. Anhand der Parameter der
Normalverteilung, werden die folgenden drei Vertrauensbereiche festgelegt:

e Der 1o-Vertrauensbereich erstreckt sich {iber das symmetrisch um p gelagerte In-
tervall [u—o, p+o]. Es gilt: [ : _Jr: w(z)dz = 0,68, dies entspricht 68% der Fléche unter
der auf Eins normierten Kurve.

e Der 20-Vertrauensbereich erstreckt sich iiber das symmetrisch um p gelagerte In-
tervall [y — 20, u + 20]. Es gilt: f:j;: w(x)dx = 0,95, dies entspricht 95% der Fléche
unter der auf Eins normierten Kurve.
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e Der 30-Vertrauensbereich erstreckt sich iiber das symmetrisch um p gelagerte In-
tervall [ — 30, u + 30]. Es gilt: :_Jr;f w(z)dx = 0,99, dies entspricht 99% der Fliche
unter der auf Eins normierten Kurve.

w(x)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

I

p+o p+2op+3o0

Abb. 5: Normalverteilung (rot) mit den Parametern p und o. Das Maximum der Glockenkurve
entspricht dem Erwartungswert p. 68% der Fliche unter der Kurve liegen im Intervall
[ — o, n+ o], 95% im Intervall [ — 2s0, p + 20] und 99% im Intervall [u — 30, pu + 30].

Der Erwartungswert u entspricht, sofern keine systematischen Messunsicherheiten vorliegen,
dem wahren Wert einer physikalischen Grofie, der uns stets unbekannt ist. In der Praxis wird
unter Annahme einer normalverteilten Streuung der Messwerte der Erwartungswert p durch
das arithmetische Mittel  abgeschétzt. Den besten Schétzer fiir die Standardabweichung o
stellt die empirische Standardabweichung s, dar. Aufbauend auf den Vertrauensbereichen der
Normalverteilung kénnen anhand von = und s, Wahrscheinlichkeitsaussagen zum Ausgang
einer Wiederholungsmessung getroffen werden: Bei gleichbleibenden Bedingungen ergibt die
Messung einer normalverteilten Gréfle einen Wert, der mit einer Wahrscheinlichkeit von

e 68% im Intervall Z £ s, (68% - Vertrauensniveau)
e 95% im Intervall  + s, (95% - Vertrauensniveau)
e 99% im Intervall = + s, (99% - Vertrauensniveau)

liegt. Die Vertrauensniveaus konnen gleichzeitig genutzt werden, um zu iiberpriifen, ob eine
Messgrofie tatsidchlich normalverteilt ist.

In vielen Féllen kann die Messung einer physikalischen Grofie nicht so oft wiederholt werden,
bis die Haufigkeitsverteilung tatséchlich in guter Ndherung einer Normalverteilung geniigt.
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7 Zufdllige Messunsicherheiten

Zufallige Messunsicherheiten konnen durch statistische Verfahren bestimmt werden. Je mehr
Messungen durchgefiihrt werden, desto genauer konnen sie erfasst werden. Zufallige Mes-
sunsicherheiten werden iiberwiegend dem Beobachter und Einfliissen der Umgebung zuge-
schrieben, sofern sie nicht in der Natur des Messobjektes zu suchen sind. Sie treten bei
Wiederholung der Messungen mit Unterschieden im Betrag und im Vorzeichen auf (Abb.
la und 1b). Bei der Ermittlung zufilliger Messunsicherheiten wird zwischen Einzel- und
Mehrfachmessungen unterschieden.

7.1 Zufallige Messunsicherheiten von Mehrfachmessungen

Wird eine physikalische Grofle mehrfach unter identischen Bedingungen gemessen, dann
entspricht das arithmetische Mittel Z dem besten Schétzwert des Erwartungswertes p (ohne
Beweis):
E:Z?:1$i:$1+x2+m+$n )
n n
Das arithmetische Mittel wird berechnet, indem alle Messwerte addiert und dann durch die
Anzahl n der Messwerte geteilt werden. (1) Begriinden Sie, dass der Erwartungswert jn nur

abgeschdtzt werden kann.

Mehrfachmessungen mit n > 10

Die zufillige Messunsicherheit wir durch die empirische Standardabweichung des Mit-
telwerts s; abgeschétzt. Dafiir wird zunéchst die empirische Standardabweichung s,
bestimmt. Die empirische Standardabweichung s, dient als Schétzer fiir die Standardab-
weichung o. Sie ist ein Maf} fiir die Grofle der Streuung der einzelnen Messwerte. Die
empirische Standardabweichung beschreibt das symmetrisch um den Mittelwert = gelagerte
Intervall [Z — s,,Z + s,]. Fiir grofe n nihert sich s, dem Parameter o der zu Grunde lie-
genden Wahrscheinlichkeitsverteilung an. In diesem Fall enthélt das Intervall [Z — s,, T + s,]
mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 68% mogliche Ergebnisse von Einzelmessungen. Die
empirische Standardabweichung s, wird wie folgt ermittelt:

\/zl (i — \/(351—:E)2+(x2—.r)2+...+(a:n—;1:)2 @)

n—1 n—1

Im ersten Schritt werden die Abweichungen der Einzelmessungen vom Mittelwert berechnet,
indem fiir jeden Messwert x; die Differenz vom Mittelwert z gebildet wird. Die Ergebnisse
werden im Anschluss quadriert und dann aufsummiert. Durch das Quadrieren der Abwei-
chungen vor dem Aufsummieren ist der Wert der Standardabweichung immer positiv und
wird grofer, je stérker die einzelnen Messwerte x; vom Mittelwert  abweichen. Im letzten
Schritt wird das Ergebnis durch n — 1 geteilt und die Wurzel gezogen.

Die empirische Standardabweichung des Mittelwerts s; gibt an, wie genau der Mit-
telwert T bestimmt wurde. Die Unsicherheit s; des Mittelwerts nimmt bei wachsendem
Stichprobenumfang ab und der Mittelwert & ndhert sich dem Erwartungswert p an. Fiir eine
unendliche Anzahl an Einzelmessungen wird s; Null. Die empirische Standardabweichung
des Mittelwerts s; wird wie folgt berechnet:

o Z?:l(xi_f)Q_s_x
sx—\/ nn—1)  vn (3)
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Fiir die Berechnung der empirischen Standardabweichung des Mittelwerts s; muss der Wert
fiir die empirische Standardabweichung s, durch die Wurzel von n geteilt werden. (2) Be-
grinden Sie, dass der Mittelwert mit einer zufdilligen Unsicherheit behaftet ist.
In Abhéngigkeit vom gewéhlten Vertrauensniveau wird die statistische Messunsicherheit wie
folgt berechnet:

Ax,u = % = sz (68% - Vertrauensniveau) (4a)

2.5,
Vn

Im Praktikum fiir Studierende mit Physik im Nebenfach wird ein Vertrauensniveau von 95%
zugrunde gelegt. Das bedeutet, dass bei der wiederholten Messung von x der Messwert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 95% im Intervall [z — 2s,, T + 2s,] zu finden ist.

ALy = = 2-5; (95% - Vertrauensniveau) (4b)

Mehrfachmessungen mit n < 10

Je nach Zielstellung des Experiments sind grofle Stichproben nicht immer notwendig. Um
dennoch einen brauchbaren Schétzwert fiir die statistische Messunsicherheit zu erhalten,
bietet sich die Durchfiihrung der Kleinst-Statistik an:

Lmax — Lmin
— (5)

szuf = 9

Die zufallige Messunsicherheit wird rechnerisch aus der halben Differenz von Maximal- und
Minimalwert gebildet. Wird wiederholt stets der gleiche Wert gemessen (z.B. bei zu geringer
Auflosung des Messgeriits), dann muss zur Abschéitzung der zufélligen Messunsicherheit das
in Kapitel 7.2 beschriebene Vorgehen gewéhlt werden, die die Genauigkeit des Messgerétes
nicht ausreicht, um die Streuung der Messwerte aufzulosen.

(3) Die Hohe h wurde 5-mal gemessen. Dabei wurde folgende Messreihe aufgenommen: h =
[28,44 cm; 23,40 cm; 23, 45 cm; 23,41 cm; 23,39 ¢cm |. Bestimmen Sie die zufillige Messun-
sicherheit unter Anwendung der Kleinststatistik.

7.2 Zufallige Messunsicherheiten von Einzelmessungen

Manchmal ist es nicht sinnvoll oder mdoglich fiir die Messgrofie eine Reihe wiederholter Mes-
sungen durchzufiithren. In diesem Fall wird die zufillige Messunsicherheit durch die Able-
seunsicherheit abgeschéitzt und je nach Messgerit wie folgt ermittelt:

e Bei analogen Messgeriten: Die zufillige Messunsicherheit entspricht der halben
kleinsten Skaleneinteilung und ist ein Maf fiir die zuféallige Ableseunsicherheit.

Beispiel: Ein Stahlmafistab mit einer kleinsten Skaleneinteilung von 1 mm:
1
JAV §~1mm:0,5 mm

(4) Ermitteln Sie die zufillige Messunsicherheit Ax,.¢ bei einer kleinsten Skalenein-
teilung von 0,5 mm.

Hinweis: Es gibt Félle, in denen man die zuféllige Messunsicherheit durch dieses
Vorgehen iiber- oder unterschétzt. In diesem Fall muss abgewégt werden, wie die Mes-
sunsicherheit besser abgeschétzt werden kann.
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e Bei digitalen Messgeriten: Der Messwert ist um die Einheit der letzten angezeigten
Stelle (last Digit) unsicher. Die zufillige Messabweichung entspricht einem Digit.

Beispiel: Ein Stahlmaflstab mit einer kleinsten Skaleneinteilung von 1 mm: Ein digi-
tales Voltmeter zeigt einen Messwert von U= 2,45V an. AU, = 1 Digit = 0,01V

(5) Ermitteln Sie die zufillige Messunsicherheit AUy, wenn ein digitales Voltmeter
den Messwert U = 3,582V anzeigt.

Hinweis: Das beschriebene Vorgehen kann nur dann angewandt werden, wenn eine
stabile Anzeige des Messwerts auf dem Display des Messgeriits vorliegt. Sollte dies nicht
der Fall sein, dann ist eine Reihe wiederholter Einzelmessungen durchzufiithren. Die
Berechnung der Messunsicherheiten entspricht dann dem in Kapitel 7.1 beschriebenen
Vorgehen.

8 Systematische Messunsicherheiten

Zusétzlich zur bereits thematisierten Streuung von Messwerten kann es zu einer Verschiebung
aller Messwerte beziiglich des wahren Werts kommen (Abb. 1lc). Systematische Messunsi-
cherheiten zeichnen sich dadurch aus, dass sie i.d.R. zu konstanten Abweichungen fiihren.
Charakteristisch fiir systematische Messunsicherheiten ist, dass sie bei einer Wiederholungs-
messung unter gleichen Messbedingungen in Betrag und Vorzeichen gleichbleiben. Folglich
kénnen systematische Messunsicherheiten durch die Wiederholung von Einzelmessungen we-
der erkannt noch eliminiert werden.

Die Ursachen systematischer Messunsicherheiten liegen z.B. in der Unvollkommenheit der
Messgeréte und der Versuchsbedingungen sowie in nicht erfassten Umwelteinfliissen, in man-
gelnder Kalibrierung oder Justierung oder im Messverfahren. Hinzu kommt, dass diese Ab-
weichungen oft korreliert sind. Korrelation von Messunsicherheiten bedeutet, dass Abwei-
chungen z.B. mit hoherer Wahrscheinlichkeit in dieselbe Richtung ausschlagen als in die ent-
gegengesetzte. Da im Physikalischen Praktikum fiir Nebenfachstudierende eine vereinfachte
Betrachtung von Messunsicherheiten erfolgt, wird fiir weitere Informationen zum Thema
Korrelationen auf das Skript Einfihrung in das Physikalische Praktikum verwiesen. Fiir die
Identifikation systematischer Messunsicherheiten gibt es keine allgemeine Vorgehensweise,
da deren Ursachen sehr vielfaltig sind.

8.1 Bekannte systematische Messunsicherheiten

In einigen Fillen sind die systematischen Messunsicherheiten bekannt. Ist dieser Fall gegeben,
dann werden die systematischen Messunsicherheiten durch Experimente oder Berechnungen
bestimmt und durch eine Korrektur nach Betrag und Vorzeichen beriicksichtigt.

8.2 Unbekannte systematische Messunsicherheiten

Héufiger tritt der Fall ein, dass die systematischen Messunsicherheiten unbekannt sind.
Informationen zu den systematischen Messunsicherheiten werden dann aus den Angaben
der Hersteller der Messgerite bezogen. Die Herstellerangaben geben einen vereinbarten
Hochstbetrag fiir (positive oder negative) systematische Abweichungen der Anzeige der Mess-
geriite an (siehe Tabelle 1). Der Hersteller garantiert, dass der wahre Wert der gemessenen
Grofle innerhalb des durch die Fehlergrenzen festgelegten Intervalls liegt.
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Gerit Grenze des Messbereiches Fehlergrenze
Mechanischer Messschieber 15 cm 50pum + 1074 -1
Digitaler Messschieber 1 15 cm 0,003mm + 1 Digit
Drehspulinstrument 100 V 0,5% des Endausschlages
Digital-Multimeter M 3610 B 20V 0,3% des Wertes +1 Digit
Laborthermometer hochster Giite 0 bis 50 °C 0,15 K
Stoppuhr (ein Umlauf in 30 s) z. B. 80s 0,25 +5-107% ¢

Tab. 1: Beispiele fiir Garantie- und Eichfehlergrenzen (Herstellerangaben) von Messgeriten

Oft besteht die Herstellerangabe aus einem konstanten und einem vom Messwert abhédngigen
Term (siehe Tabelle 1). Die systematische Unsicherheit wird im Praktikum fiir Physik im
Nebenfach direkt durch die Herstellerangabe abgeschétzt.
Beispiel: Die Linge [ eines Gegenstandes wird mit einem mechanischen Messschieber mehr-
fach gemessen und der Mittelwert [ berechnet. Die Herstellerangabe fiir den mechanischen
Messschieber lautet (Tabelle 1):

50 um +107* -1

Die systematische Messunsicherheit der Lingenmessung wird dann wie folgt berechnet:
Algyst = (50 pm + 107 - [)

Der beste Schitzwert fiir die Linge [ wird mit 10~* multipliziert. Im Anschluss wird die
Summe mit 50 pum gebildet.

Die Herstellerangaben aller Messgerite, die im Physikalischen Praktikum ver-
wendet werden, sind im Skript Einfiihrung in das Physikalische Praktikum zu
finden.

(6) Berechnen Sie die systematische Messunsicherheit AUsys eines Digital-Multimeters (vier-
te Zeile in Tab. 1), wenn der Messwert U = 8,57 V betrdgt.

9 Fortpflanzung von Messunsicherheiten

Messgroflien, die aus direkten Messgroflen berechnet werden, bezeichnet man als indirekte
Messgroflen. Die Messunsicherheiten der direkten Messgrofien wirken sich auf die Messun-
sicherheit der daraus zu berechnenden indirekten Messgrofle aus. Um die Messunsicherheit
der indirekten Messgrofle zu bestimmen, ist die sogenannte Fortpflanzung von Messunsicher-
heiten notig.

Fortpflanzung bei einer direkten Messgrofie

Zwischen der direkten Messgrofie x und der indirekten Messgrofie ¢, besteht ein funktiona-
ler Zusammenhang y = f(z) (Abb. 6a). Anhand eines Experiments wurde fiir die Mess-
grofle x der Schitzwert z; ermittelt. Durch den funktionalen Zusammenhang kann der zum
Schitzwert x; zugehorige Funktionswert f(z1) bestimmt werden (Abb. 6b). Die direkte Mess-
grofe x ist mit der Messunsicherheit Az behaftet. Anhand Abbildung 6¢ wird deutlich, dass
die Messunsicherheit Az der direkten Messgrofie eine Auswirkung auf die Messunsicherheit
der indirekten MessgroBe hat: Wird die Messgrofle  um die Messunsicherheit Az zu grof3
gemessen, dann ergibt sich f(x + Ax) als zugehoriger Funktionswert. Es ist ebenso moglich,
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dass die Messgrofle x um die Messunsicherheit Az zu klein gemessen wird, wodurch sich
f(z — Az) als zugehoriger Funktionswert ergibt. Der letzte Fall wird in Abbildung 6c¢ nicht
dargestellt.

f(z) (a) f(z) (b) f(z) (c)

f(z1 + Az) | Af@)
flz1) f(z1) T
— — Az
i 1 X 1 1+ Az T

Abb. 6: Abbildung (a) veranschaulicht den funktionalen Zusammenhang zwischen f(x) und .
Abbildung (b) zeigt den Schétzwert x; und den zugehorigen Funktionswert f(z;). Anhand
Abbildung (c) wird deutlich, dass die Messunsicherheit Az der direkten Messgrofie die
Messunsicherheit A f(z) der indirekten Messgrofie bedingt.

Um die Messunsicherheit Af(x) der indirekten Messgroe zu ermitteln, wird die folgende
Gleichung (6) aufgestellt, die anhand Abb. 6¢ nachvollzogen werden kann:

Af(z) = fla1+Azx) — f(z1) (6)

Um einen direkten Zusammenhang zwischen Af(z) und Az herzustellen, soll der Anstieg
der Funktion zwischen den Punkten [z, f(z1)] und [z, + Az, f(z1 + Az)] bestimmt werden.
Hierfiir wird eine Sekante konstruiert, die durch die genannten Punkte verlduft (Abb. 7). Der
Anstieg der Sekante wird anhand eines Anstiegsdreiecks bestimmt. Man erhélt die folgende
Gleichung;:

_ Af(z)
m= = (7)
f(z)
| 2@
f(z1 + Az)
f(z1) ‘
— Az
T1 x1 + Az X

Abb. 7: Die Sekante (rot) verlduft durch die Punkte [z1, f(x1)] und [z;+ Az, f(x1+Ax)]. Der An-
stieg m der Sekante wird aus dem Quotienten von A f(z) und Az bestimmt. Im Grenzfall
Ax — 0 nidhert sich der Punkt x1 + Az immer weiteren dem Punkt x1 auf der Abszis-
senachse an, sodass die Sekante in eine Tangente iibergeht. Der Anstieg kann dann durch
die Ableitung der Funktion f(z) nach = an der Stelle z1 bestimmt werden.
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In Gleichung (7) wird nun Gleichung (6) eingesetzt:

Af(z)  flo+Ax) — f(a1)
Ar Az ®)

Im Grenzfall Ax — 0 ndhern sich der Punkt z; + Az immer weiter dem Punkt x; auf der
Abszissenachse an, sodass die Sekante schliefllich in eine Tangente iibergeht. Im Grenzfall
kann der Anstieg durch die erste Ableitung der Funktion f(z) nach z an der Stelle z
bestimmt werden. Aus Gleichung (8) erhélt man dann folgenden Zusammenhang:

. flo + Az) — f(x1)  df(x)
A, Az = Q= ©)

Wird nun mit der Messunsicherheit Ax multipliziert, dann erhélt man den folgenden Aus-

druck: d
A () = YD

Durch Anwenden von Gleichung (9) kann die Auswirkung der Messunsicherheit der direkten
MessgroBe Az auf die Messunsicherheit der indirekten Messgrofie f(z) abgeschitzt werden.
Hierfiir wird die Ableitung der Funktion f(x) nach x berechnet und der Wert x; eingesetzt.
Durch dieses Vorgehen wird der Anstieg der Tangente am Punkt x; bestimmt. Wird nun
mit der Messunsicherheit Az multipliziert, dann ergibt sich die Messunsicherheit A f(x)
der indirekten Messgrofie.

|x:x1 Az (10)

Die Messunsicherheit der indirekten Messgrofle héngt somit nicht nur von der Unsicherheit
der direkten Messgréfie ab, sondern auch vom funktionalen Zusammenhang zwischen z und

£(z) (Abb. 8).

/(=)

f(z2)

f(z1)

T ) T

Abb. 8: Einfluss des funktionalen Zusammenhangs. Der Anstieg der Tangente (rot) am Punkt x
ist grofer als am Punkt xo, deshalb ist die resultierende Messunsicherheit A f(z1) groBer
als Af(xs).

Fortpflanzung bei mehreren direkten Messgroflen Das beschriebene Vorgehen kann fiir indi-
rekte Messgrofien verallgemeinert werden, die aus mehreren direkten Messgrofien berechnet
werden. Ein Beispiel ist die Funktion f(z,y,z), die von den direkten Messgrofien z, vy, z
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abhéngt. Die Messunsicherheiten Ax, Ay, Az der direkten Messgrofien beeinflussen die Mes-
sunsicherheit Af(z,y,z) der indirekten Messgrofie. Die Beitrdge der direkten Messgrofien
x,y, z zur Gesamtunsicherheit werden analog zu Gleichung (9) bestimmt. Eine Besonderheit
ist, dass die Funktion f(xz,y, z) partiell abgeleitet werden muss, da sie von mehreren direkten
Messgroflen abhédngt. Beim partiellen Ableiten wird eine Funktion, die von mehreren Gréfien
abhéngt, nur nach einer dieser Groflen abgeleitet, wihrend die {ibrigen Groflen konstant ge-
halten werden. In Anlehnung an Gleichung (9) ergeben sich die folgenden Ausdriicke:

0
Af(X, Yo, ZO) = a_£|$x1 Az

0
Af(mea ZO) = 8_§|yy1 : Ay
of
0z

Bei der Berechnung der Gesamtunsicherheit Af(z,y,z) miissen alle genannten Beitrige
beriicksichtigt werden.

Af(ﬁoa y07Z> = |z:z1 Az

Abschétzung der maximalen Unsicherheit indirekter Messgrofien Bei korrekter Behandlung
erfolgt die Fortpflanzung der zufilligen und systematischen Unsicherheiten getrennt von-
einander, da sie unterschiedlicher Natur sind (Abb. 1). Im Physikalischen Praktikum fiir
Nebenfachstudierende nutzen wir eine Vereinfachung, die zu einer Uberschiitzung der Mes-
sunsicherheiten fithren kann. Dabei werden zunéchst fiir jede direkte Messgrofie die zufélligen
und systematischen Messunsicherheiten jeweils zu einer Gesamtunsicherheit addiert:

Ax = Axuyp + Ay (11)
Die Gesamtunsicherheit A f der indirekten Messgrofie erhilt man dann durch
of af of
A L) =1=]-A —-A |- Az+ ... 12
Pz = |5 dae | S oy |3 et (12)

Das Verfahren in Gleichung (12) wird Maximalfehlerabschéitzung genannt und stellt ei-
ne Vereinfachung des Gauflschen Fehlerfortpflanzungsgesetzes dar. Die Messunsicherheiten
Ax, Ay, Az der direkten Messgréflen werden mit dem Betrag der partiellen Ableitung der
Funktion f(x,y,z,...) nach der jeweiligen MessgroBe multipliziert. Schlieflich werden die
Beitrége der einzelnen Messgrofien zur Gesamtunsicherheit Af(z,y, z, ...) aufsummiert. Die
Gesamtunsicherheit A(f, x,y, z, ...) umfasst sowohl die zufilligen als auch die systematischen
Messunsicherheiten.

(7) Die Radialbeschleunigung a wird aus der Umlaufzeit T und dem Kreisradius r mit der

4mr

Gleichung a = =55 bestimmt. Geben Sie die Gleichung zur Berechnung der Gesamtunsicher-
heit der Radialbeschleunigung a an und berechnen Sie die partiellen Ableitungen.

10 Das Messergebnis

10.1 Angabe des Messergebnisses

Nach der Abschitzung der Messunsicherheit wird im Endergebnis der beste Schitzwert f
der Funktion f und der Wert der maximalen Messunsicherheit (absolute Messunsicherheit)
Af wie folgt angegeben:

f=TF+Af (13)
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Bei der Angabe des Messergebnisses in Form von Gleichung (13) ist es wichtig, dass das
Messergebnis und die Messunsicherheit korrekt gerundet werden.

Rundungsregeln

Bei der Angabe von Messergebnissen ist es wichtig, die richtige Zahl von Ziffern anzugeben,
um weder eine zu grofle Genauigkeit noch eine zu grofle Messunsicherheit zu suggerieren. Die
Rundungsregeln entsprechen den Vorgaben der DIN 1333. Durch die angegebenen Rundungs-
regeln soll sichergestellt werden, dass signifikante Stellen durch das Runden nicht verloren
gehen und keine nichtsignifikanten (sog. informationsleeren) Stellen angegeben werden. Als
signifikante Stellen werden Stellen bezeichnet, die aussagekriftig sind.

1. Zunéchst wird der ungerundete Wert der Messunsicherheit betrachtet. Von links be-
ginnend wird die erste von Null verschiedene Stelle gesucht.

e Fall 1: Ist die Stelle eine 3 ... 9, dann ist SIE die zu rundende Stelle. Diese Stelle
wird signifikante Stelle genannt.

e Fall 2: Ist die Stelle eine 1 oder 2, dann ist die zu rundende Stelle RECHTS
daneben. Es ergeben sich zwei signifikante Stellen.

2. Es folgt die Rundung der Ergebniszahl. Die Ergebniszahl und die Messunsicherheit
werden an der gleichen Stelle gerundet.

3. Nachdem sowohl die Messunsicherheit als auch die Ergebniszahl gerundet wurden, kann
das Endergebnis wie in Gleichung (13) angegeben werden.

Beispiel
Fall 1 Fall 2
Ergebniszahl 9,812467 9,812467
Messunsicherheit 0,046718 0,021303
Messunsicherheit gerundet | 0,05 (eine signifikante Stelle) | 0,021 (zwei signifikante Stellen)
Ergebniszahl gerundet 9,81 9,812
Endergebnis (9,81 + 0,05) m/s? (9,812 + 0,021) m/s?

(8) Die Messunsicherheit der Fallbeschleunigung betrigt Ag = 0,0134m/s%. Das Ergebnis
betrigt g = 9,8235m?/s. Geben Sie das gerundete Endergebnis an.

10.2 Absolute und relative Messunsicherheiten

Die resultierende Messunsicherheit kann sowohl absolut (Af) als auch relativ angegeben
werden. Die relative Messunsicherheit ist definiert als Quotient aus der absoluten Messunsi-
cherheit A f und dem besten Schétzwert f der Funktion f:

A
af (14)
f
Die relative Messunsicherheit ist besonders gut geeignet, um die Qualitat einer Messung oder

eines Messverfahrens einzuschétzen. Relative Messunsicherheiten werden auf zwei signifikan-
te Stellen gerundet (inkonsistent in der Literatur).
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11 Physikalische Grundlagen des Fadenpendels

Ein geeignetes Modell zur Beschreibung der Bewegung eines Fadenpendels ist das des ma-
thematischen Pendels. Einfliisse durch Reibung, Luftwiderstand, die Masse und Dehnbarkeit
des Fadens sowie die rdumliche Ausdehnung des Pendelkorpers werden in diesem Modell ver-
nachléssigt.

Der Aufbau des Fadenpendels wird in Abbildung 9a dargestellt. Die Pendellénge [ reicht von
der Aufhéangung des Fadens bis zum Schwerpunkt des Pendelkorpers der Masse m. Wird der
Pendelkorper um den Winkel ¢ ausgelenkt und losgelassen, beginnt er auf einer Kreisbahn
mit dem Radius [ um seine Gleichgewichtslage (¢ = 0) zu schwingen (Abb. 9b). Bei Kenntnis
der Funktion ¢(t) ist die Bewegung zu allen Zeiten bestimmt. Zur Berechnung von () wird
unter Nutzung des Newtonschen Grundgesetzes die Bewegungsgleichung aufgestellt. Dafiir
werden die wirkenden Kréfte auf den Pendelkorper der Masse m an einem beliebigen Punkt
der Bewegung analysiert (Abb. 9c).

(a) (b) (c)

Abb. 9: a

~—

Aufbau des Fadenpendel. b) Bewegung des Pendelkérpers auf einer Kreisbahn (griin).
c¢) Zerlegung der Gewichtskraft F in die Normalkraft fnorm und die riicktreibende Kraft

’;mv

an-

Zu jedem Zeitpunkt der Bewegung wirkt auf den Pendelkorper die Gewichtskraft F Die
Gewichtskraft wird in eine Normalkomponente Frlorm und eine Tangentialkomponente Ftan
zerlegt. Die Normalkomponente Fnorm wird durch den Faden kompensiert. Somit wird der
Pendelkorper nur durch ﬁtan mit di,, tangential zur Kreisbahn beschleunigt. Da ﬁtan immer
in Richtung der Ruhelage wirkt, wird sie auch als riicktreibende Kraft bezeichnet.

Das mathematische Pendel besitzt nur einen Freiheitsgrad, weshalb eine skalare Gleichung
ausreichend ist. Nach dem 2. Newtonschen Axiom lautet die Bewegungsgleichung dann wie
folgt:

m - Qean = Z F; (15)

Somit ergibt sich aus Gleichung (15) unter Beriicksichtigung der Winkelbeziehungen im
rechtwinkligen Dreieck (siehe Abb. 9¢):

m - Gan = Fran = Fy - sin(y) (16)

Das Minus in Gleichung (16) beriicksichtigt, dass die riicktreibende Kraft immer in Richtung
der Ruhelage wirkt. Mit der Definition der Tangentialbeschleunigung

Qtan = 190
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ergibt sich aus (16) die folgende Schwingungsdifferentialgleichung
m-l-¢g=—m-g-sin(p) (17)

Fiir kleine Winkel gilt die Ndherung sin(¢) & ¢, sodass Gleichung (17) in die Differential-
gleichung der harmonischen Schwingung iibergeht

. g
p=—79 (18)

Bei (18) handelt es sich um eine homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, die durch
den Ansatz

o(t) = posin(w - t) (19)

gelost wird, wobei ¢ die maximale Auslenkung und w die Kreisfrequenz der Schwingung ist.
Einsetzen des Ansatzes in die Bewegungsgleichung zeigt, dass (19) genau dann eine Losung
von (18) ist, wenn gilt
2o
[
Mit der Definition der Kreisfrequenz w = 2% ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen
der Periodendauer 7" und der Fallbeschleunigung g:

(%)2:% — T:27r\/§ (20)

Zuletzt erhélt man die bekannte Gleichung (20) zur Berechnung der Periodendauer 7' ei-
nes Fadenpendels, welche im vorliegenden Versuch zur Ermittlung der Fallbeschleunigung g
genutzt werden soll.
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12 Anhang: Beispiel — Dichtebestimmung eines Wiirfels

Die vorgestellten Konzepte zur Berechnung von Messunsicherheiten werden im folgenden
Kapitel anhand eines Experiments zur Bestimmung der Dichte eines Wiirfels ange-
wandt.

Messprinzip: Die Dichte p eines Kérpers kann durch die Gleichung p = {7 bestimmt wer-
den. Die Masse m des Wiirfels wird direkt mit einer Waage gemessen (n = 15). Das Volumen
V wird nach der Messung der Kantenléinge a (n = 5) durch die Gleichung V' = a® berechnet.
Hieraus ergeben sich die folgenden direkten und indirekten Messgrofien:

Direkte Messgrofien:
e Masse m
e Kantenldnge a
Indirekte Messgrofien:
e Volumen V mit V = a3
e Dichte p mit p = 77

Messwerte und Auswertung

i |m/g
1629
2 | 62,8
3 | 62,9
4] 62,7
5 | 62,8
6 | 62,9
7| 62,7
8 | 62,9
9 | 62,8
10 | 63,0
11| 63,0
12 | 62,8
13| 62,7
14 | 62,9
15 | 63,0

Tab. 2: Messswerte fiir die Masse m

Der beste Schitzwert direkter MessgroBlen kann durch die Berechnung des arithmetischen
Mittels (Gleichung 1) bestimmt werden:

15
_— Do my :ml—i-mg—i—q”;g—i-...—l—mw 62853 ¢
n

5
_ Zizlaz _ a1+ag+a53+a4+a5 :2,068 om
n

l
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a/cm
211
2,08
2,01
212
2,02

Ol = W DN 2 e

Tab. 3: Messswerte fiir die Kantenlénge a

Um die besten Schétzwerte fiir die indirekten Messgrofien V' und p zu bestimmen, werden
die berechneten Mittelwerte m und a eingesetzt:

V =@’ = (2,068 cm)® = 8, 84406 cm®
_ 62,833 ¢
P~V 7 8,84406 em?

[l

= 17,1068 g/cm?®

Gesamtunsicherheit direkter Messgroflen Bevor die Gesamtunsicherheit der direkten
Messgroflen m und a bestimmt werden kann, miissen die zufélligen und systematischen
Messunsicherheiten berechnet werden.
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Anhang: Beispiel — Dichtebestimmung eines Wiirfels

Masse m

Kantenlinge a

Zufillige Messunsicherheit Am,,;
Berechnung mit empirischer Standard-
abweichung da n > 10 :

Die Masse m wurde 15-mal gemes-
sen, deshalb wird zur Berechnung
von Amy,, zunichst die empirische
Standardabweichung (Gleichung 2) be-
stimmt:

Mit einem Vertrauensniveau von 95%
(20-Vertrauensbereich) ergibt sich fiir
die zuféllige Messunsicherheit (Glei-
chung 4):

Zufillige Messunsicherheit Aa,,;
Berechnung mit Kleinst-Statistik da
a < 10:

Die Kantenlidnge a wurde 5-mal gemes-
sen, deshalb wird zur Berechnung von
Aay,s die Kleinst-Statistik (Gleichung
5) angewandt:

Omaz — Amin
Aty = = 0,055 cm

2

Ableseunsicherheit (halbe kleinste Ska-
leneinteilung):

Aazufzi-o,l mm = 0,05 mm

Der durch die Kleinst-Statistik ermit-
telte Wert fiir Aa,,s ist grofler als die

2 Sm, Ableseunsicherheit, deshalb gilt Aa,s
Amzuf = W = 07 054638 g — 07055 cm.
Systematische Messunsicherheit | Systematische Messunsicherheit
Amsyst Aasyst

Aus der Herstellerangabe fiir die digi-
tale Waage ergibt sich folgende syste-
matische Messunsicherheit:

A7nsys‘c = 07 1 g

Fiir den Messschieber wird folgende
Herstellerangabe angegeben:

Al =50 ym +5-1-107*

Die Herstellerangabe entspricht der
systematischen Messunsicherheit:

Adgyse = 50 ppm+5-a-107* = 0, 006034 ¢

Gesamtunsicherheit (Gleichung 10)

Am = Amys + Amgyg = 0,154738 g

Gesamtunsicherheit (Gleichung 10)

Aa = Aty + Aagysy = 0,061034 cm
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Tab. 4: Gesamtunsicherheit der direkten Messgrofien

Unsicherheit indirekter Messgroflen — Fortpflanzung von Messunsicherheiten
Durch Fortpflanzung der Unsicherheit der Kantenldnge a wird die maximale Unsicherheit
des Volumens V' berechnet (Gleichung 11):

oV
AV = |—
Oa

0 4

-Aa = 520 ] Aa = 3a*- Aa = 3- (2,068 cm)?-0,061034 cm = 0, 783058 cm?
a

(21)




Versuch: FA Anhang: Beispiel — Dichtebestimmung eines Wiirfels Seite 23

Im Anschluss kann die Unsicherheit der Dichte p berechnet werden (Gleichung 11):

‘(‘9m v 'av 1%
= 0,017496 g/cm® + 0, 629242 g/em® = 0, 646738 g/cm?

Endergebnis
p=(7,14£0,6) g/cm?®

Relative Messunsicherheit
2P 009 = 9% (22)
p
Es wird deutlich, dass die Messunsicherheit des Volumens V' mit 0, 629242¢g/cm?3 den groBten
Beitrag zur Gesamtunsicherheit der Dichte p leistet. Die relative Messunsicherheit betragt

9%.

Autorenschaft

Diese Versuchsanleitung wurde in ihrer urspriinglichen Form von R. Goldberg, L. Jahn und
R. Schwierz erstellt und von M. Kreller, J. Kelling, F. Lemke, S. Majewsky, L. Ruick bear-
beitet. Aktuelle Anderungen werden von der Praktikumsleitung durchgefiihrt.

Fragen

1. Charakterisieren Sie zuféllige und systematische Messunsicherheiten.

2. Skizzieren Sie die Normalverteilung und kennzeichnen Sie die zwei Parameter, durch
die die Normalverteilung eindeutig bestimmt werden kann. Geben Sie an, durch welche
Groflen die zwei Parameter in der Praxis gendhert werden.

3. Die Anzahl an Intervallen wird in der Statistik durch r = y/n abgeschétzt, wobei n der
Anzahl wiederholter Einzelmessungen entspricht. Leiten Sie anhand Abbildung 5 her,
wie der Anfangswert des 1. Intervalls und die Intervallbreite berechnet werden, wenn
99% der Messwerte abgedeckt werden miissen (30-Vertrauensbereich).

4. Fiir die elektrische Spannung U wurde eine Messreihe aus n = 3 Einzelmessungen
aufgenommen. Beschreiben Sie das Vorgehen zur Ermittlung der zufélligen Messunsi-
cherheit der elektrischen Spannung U.

5. Fiir die elektrische Stromstéarke I wurde eine Messreihe aus n = 20 Einzelmessun-
gen aufgenommen. Geben Sie die Gleichungen an, die zur Berechnung der zufilligen
Messunsicherheit der elektrischen Stromstérke I benotigt werden.

6. Mit einem digitalen Voltmeter wurde eine elektrische Spannung von U = 5,18 V
gemessen. Der Hersteller gibt fiir das Messgerit folgende Herstellerangabe an: 0,5% +
3 Digits. Berechnen Sie die systematische Messunsicherheit der gemessenen Grofie U.
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7. Der elektrische Widerstand R kann nach der direkten Messung der elektrischen Stromstérke
I und der elektrischen Spannung U mit der Gleichung R = % berechnet werden. No-
tieren Sie die Gleichung zur Berechnung der Gesamtunsicherheit AR (Maximalfehler-
abschétzung) fiir die gesuchte Funktion R und berechnen Sie die partiellen Ableitungen.

8. Fiir den elektrischen Widerstand R wurde der Wert R = 8,2415 k{2 experimentell
ermittelt. Die Messunsicherheit betragt AR = 0,2381 k). Geben Sie das gerundete
Endergebnis an und berechnen Sie die relative Messunsicherheit.

Losungen

Die folgenden Losungswege beziehen sich auf die Fragen, die im FlieBtext der Versuchsan-
leitung gestellt wurden:

1. Der Erwartungswert p wird durch das arithmetische Mittel abgeschétzt, weil in der
Praxis die Messung einer physikalischen Grofie nicht unendlich oft wiederholt werden
kann.

2. Der Mittelwert (arithmetisches Mittel) ist eine Schéitzgrofe fiir den Erwartungswert p.
Da der Mittelwert nicht genau dem Erwartungswert entspricht, ist seine Abschétzung
mit einer zufélligen Messunsicherheit behaftet.

3. Kleinststatistik: Ah,; = hm”;hmi“ — 2345 Cm;23’39 T =0,03 cm

4. Ableseunsicherheit bei analogen Messgeriten: Az, s = % -0,5 mm =0,25 mm

5. Ableseunsicherheit bei digitalen Messgeriiten: Die letzte Stelle, die das digitale Mess-
gerét angibt, ist die dritte Nachkommastelle. Hieraus folgt: AU, = 1 Digit = 0,001 V'

6. Die Herstellerangabe lautet (0,3 % des Wertes + 1 Digit). Der Messwert betréigt U =
8,57 V. Fiir die systematische Messunsicherheit ergibt sich folgendes:

Uyt = 0,003 -8,57 V + 0,01 V
Usyst = 0,02571 V + 0,01 V = 0,03571 V

7. Gesamtunsicherheit der Radialbeschleunigung a:

da da
Aa = |—| - AT —-A
“=\ar R
—872.r 472

Die partiellen Ableitungen wurden wie folgt berechnet:

. _ Q2.
da 0 <47r T):a%(47r2~r-T2):—87T2-T~T3=£

aT — oT \| T2 T3
oa 0 (47?2-7") B 472

or —or\ 1% ) T*
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8. Ergebniszahl: 9,8235
Messunsicherheit: 0,0134
Messunsicherheit gerundet: 0,013 (zwei signifikante Stellen)
Ergebniszahl gerundet: 9,824
Endergebnis: (9,824 + 0,013) m/s?
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