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Federkonstante (Nebenfach)

Versuchsziel

Neben der Aufnahme einer einfachen Messreihe besteht das Versuchsziel darin, die lineare
Regression einschliefllich der Bestimmung der Messunsicherheiten als wichtige Auswerteme-
thode ausfiihrlich kennenzulernen.
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1 Aufgabenstellung

Bestimmen Sie die Federkonstante k einer Feder mittels dynamischer Methode. Messen Sie
dazu die Periodendauer T' der Federschwingung als Funktion der Masse m. Werten Sie Thre
Messreihe in der folgende Weise aus:

1. Stellen Sie Thre Messwerte in einem geeigneten Diagramm grafisch dar. Fiithren Sie
einen Geradenausgleich grafisch durch und bestimmen Sie aus dem Anstieg die Fe-
derkonstante k. Ermitteln Sie ebenfalls grafisch die Messunsicherheit der gesuchten

Grofe.

2. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit der ,,naiven” Berechnung des Mittelwertes aus den
Werten der Federkonstante, die sich aus den jeweiligen Einzelmessungen ergeben.

3. Diskutieren Sie neben dem Endergebnis auch das Absolutglied und den Anstieg der
Ausgleichsgeraden.

2 Grundlagen

2.1 Grundbegriffe der Bewegungslehre (Kinematik)

Die Bewegung einer Punktmasse auf einer Geraden (z.B. z-Richtung) wird durch die Ort-
Zeit-Funktion xz(t) vollstdndig beschrieben. Fiir den Fall einer Schwingung beschreibt x(t)
beispielsweise die momentane Auslenkung der schwingenden Punktmasse. Aus dieser Funk-
tion lasst sich zu jedem Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit v, und die momentane
Beschleunigung a, bestimmen. Es gilt:

dz(t)

vlt) = —5~ =2 (1)
w(t) = dvgt(t) i) = dd:igt) ) @)

Im weiteren Verlauf verwenden wir die Punkt-Notation zur Kennzeichnung von Ableitungen.
Die Geschwindigkeit lésst sich als Bewegungszustand auffassen und die Beschleunigung gibt
Aufschluss iiber die Anderung des Bewegungszustandes. Letztere ist entscheidend fiir die
Frage nach der Ursache von Bewegungsabldufen, wie im néchsten Unterabschnitt deutlich
wird.

2.2 Das Newtonsche Grundgesetz der Mechanik - die
Bewegungsgleichung

Der Bewegungszustand dndert sich durch das Einwirken duflerer Krafte. Fiir die eindimen-
sionale Bewegung gilt das Newtonsche Grundgesetz in der folgenden Form:

F, = ma, = mi. (3)

Diese Gleichung verkniipft Ursache mit Wirkung, d.h. auf der linken Seite steht als Ursache
die von aulen auf den Massenpunkt einwirkende Kraft F, und auf der rechten Seite die er-
fahrene Beschleunigung & als entsprechende Wirkung, die in ihrem Ausmafl von der Tragheit
des Massenpunktes, also seiner Masse m, abhéngt.
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Wirkt keine duflere Kraft, so ergibt sich auch keine Beschleunigung - der Bewegungszustand
andert sich nicht und die Geschwindigkeit bleibt demzufolge konstant. Fiir den vorliegenden
Versuch sind allerdings Schwingungsbewegungen von Interesse, also solche mit periodisch sich
dndernden Bewegungszustianden, die durch duflere, stets der Bewegung entgegengerichtete
Kréfte zustandekommen. Im folgenden Abschnitt wollen wir die Bewegungsgleichung fiir eine
Schwingungsbewegung aufstellen und durch deren Losung die Ort-Zeit-Funktion bestimmen.

2.3 Lineare, ungedampfte Schwingungen

Wirkt auf einen Korper eine Kraft, die proportional zu seiner Auslenkung aus der Ruhe-
lage ist und entgegen der Auslenkung wirkt (riicktreibende Kraft), so schwingt der Korper
harmonisch. Als einfaches Modell betrachten wir den Federschwinger (Abb. 1).
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Abbildung 1: Modell des Federschwingers mit der Federkonstante k: Riicktreibende Kraft
F, in Abhéngigkeit von der momentanen Auslenkung x(t).

Als duflere Kraft F),, die von der Auslenkung = des Federschwingers mit der Federkonstanten
k abhéngt, gilt (bei nicht zu groflen Dehnungen) bekanntlich:

F, = —kx. (4)

Wie aus Abbildung 1 hervorgeht, ist die Kraft der Auslenkung stets entgegengerichtet und
erfordert deshalb ein Minuszeichen. Einsetzen in das Newtonsche Grundgesetz (3) ergibt:

F=mi=—kx (5)
.k
T+ = 0. (6)

Es handelt sich um eine sogenannte gewohnliche lineare Differenzialgleichung zweiter Ord-
nung, die sich durch Integration, wie eventuell durch (1, 2) suggeriert, leider nicht 16sen ldsst.
Da die Ort-Zeit-Funktion eine harmonische Schwingung beschreiben muss, wird mit etwas
Intuition klar, dass sie im Grunde die folgende Form annimmt:

x(t) = xoy cos(wot + bp). (7)
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Hierbei stellt zq die Amplitude (maximale Auslenkung) und 6, den Phasenwinkel, der die
momentane Auslenkung zur Zeit t = 0 bestimmt, dar. Diese beiden Parameter sind frei
wéhlbar und werden durch zwei Anfangsbedingungen (z.B. fiir Ort und Geschwindigkeit)
festgelegt. Da es sich um eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung handelt, sind es genau
zwei freie Parameter. Die Kreisfrequenz wy bzw. die Periodendauer Tj ist hingegen nicht frei
wéhlbar, sondern ist durch die Physik des Schwingers gegeben:

2m k
Wo T, m (8)
Von der Giiltigkeit dieser Losung kann man sich schnell durch Einsetzen von (7) in (6)
iiberzeugen.

3 Methode der linearen Regression

Bei Wiederholungsmessungen unter identischen Bedingungen ist der Mittelwert aller Mess-
werte die geeignete Grofle, welche mit allen statistischen Schwankungen am besten ver-
traglich ist. Anders ausgedriickt gleicht der Mittelwert die statistischen Abweichungen opti-
mal aus.

Eine ganz dhnliche Frage stellt sich nun bei der Messung von zwei Gréflen, wobei eine in
bestimmter Weise variiert wird (in diesem Versuch ist das die Masse). Zeigt die Messung, dass
es einen Zusammenhang gibt, stellt sich die Frage welche Funktion diesen optimal beschreibt.
Diese Funktion wird ermittelt mit dem Ziel, die statistischen Abweichungen der Messpunkte
zu den entsprechenden Funktionswerten zu minimieren. In Analogie zum Mittelwert kommt
es auch hier zum bestmoglichen Ausgleich aller statistischen Abweichungen. Daher spricht
man auch von Ausgleichsrechnung oder Ausgleichskurven/-geraden.

Das Verfahren der Ausgleichsrechnung wird oft auch als Regression bezeichnet. Dieser Be-
griff bezieht sich darauf, dass die Gesamtheit einer Messreihe bestehend aus einer Vielzahl
von Messpunkten auf wenige Parameter im Rahmen eines Modells zuriickgefiihrt wird (Da-
tenreduktion). Die Methode der linearen Regression soll bei diesem Versuch auf grafischem
Weg durchgefiihrt werden mit dem Ziel, die Parameter der Ausgleichsgeraden sowie deren
maximale Messunsicherheiten zu bestimmen. Im Physikpraktikum fiir Studierende mit Phy-
sik im Nebenfach beschranken wir uns auf den linearen Ausgleich, was bei nichtlinearen
Zusammenhéngen nur bei moglicher Linearisierung anwendbar ist:

Messwerte nichtlinear = linearisiert linearer Ausgleich

(mi, T}) T = 2r, /% = T?= 47{2% (mi, T2)

o' P o' 1 ;i
ﬂu % = (_> = 1 — ] = = —,1 —
or) = (7 n<po> T (7} n(m))

(Bi,i)  a=arcsin(nsinf) = sin(a) =nsinf  (sin(f;), sin(q))

Tabelle 1: Beispiele zur Linearisierung von nichtlinearen Zusammenhéangen.
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3.1 Grafischer Ausgleich
Wir betrachten die folgende Messreihe

x| Ax |y | Ay
1 | Axy hn Ay1
o | Axo | Y2 | Ay

Tn | Az, | Y | Ay,

und suchen die Ausgleichsgerade y = f(z) = a+ bz, welche den gemessenen Zusammenhang
zwischen den Messgréflen x und y optimal beschreibt. Weiterhin sind die Unsicherheiten
des Anstiegs Ab und des absoluten Glieds Aa gesucht, die sich aus den Abweichungen der
Messpunkte von der Ausgleichsgerade ergeben.

Vorgehensweise:

1. Tragen Sie die Messwerte in ein Diagramm mit geeigneter Achseneinteilung ein. Diese
Einteilung sollte so gewé#hlt werden, dass die Koordinaten der Messpunkte den ge-
samten Bereich beider Achsen fiillen. Nehmen Sie bei nicht-linearen Zusammenhéngen
sofern moglich eine Linearisierung vor.

2. Bestimmen Sie fiir jeden Messpunkt die Gesamtunsicherheit in z- und y-Richtung und
tragen Sie diese als Fehlerbalken in Thr Diagramm ein.

3. Nach Augenmafl wird eine Ausgleichsgerade durch die Messpunkte gelegt, sodass in
etwa die Gesamtheit der (quadratischen) Abweichungen zwischen den Messpunkten
und der Geraden minimal ist - bei einer gut gewahlten Skalierung, sollte der Winkel der
Gerade mit der Abszisse zwischen 30° und 60° betragen. Sind die Messunsicherheiten in
jedem Messpunkt gleich grof}, so sollten sich gleich viele Messwerte ober- und unterhalb
der Ausgleichsgerade befinden.

Dies entspricht analog der Bildung des Mittelwertes aus einer Messreihe von Wiederho-
lungsmessungen. Sollten die Unsicherheiten in den Messpunkten unterschiedlich sein,
so tragen die kleineren Unsicherheiten mit einem stérkeren Gewicht bei. Beachten Sie
weiterhin, dass die Ausgleichsgerade nicht immer zwingend durch Null gehen muss.

4. Zeichnen Sie ein moglichst groBes Anstiegsdreieck ein und bestimmen Sie den Anstieg
sowie das Absolutglied der Ausgleichsgeraden. Kennzeichen Sie die abgelesenen Werte.

3.2 Grafische Ermittlung der Messunsicherheiten

Die Unsicherheiten des Anstieges und des Absolutgliedes ergeben sich aus der Abweichung
der Messpunkte von der Ausgleichsgerade. Das Vorgehen besteht nun darin, den Streube-
reich in Form eines Unsicherheitsschlauchs, der die Ausgleichsgerade umgibt, zu bestimmen
und darin Geraden mit maximal und minimal moglichen Anstiegen (bmax, bmin) €inzupas-
sen. Die Gesamtmessunsicherheiten fiir die Parameter der Ausgleichsgeraden ergeben sich
niherungsweise wie folgt:

ACL |amax - amin|
2
bmax - bmin
Ab _—
2

Q
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Ist die Messunsicherheit in jedem Messpunkt bekannt, kann i.d.R. die Konstruktion des
Unsicherheitsschlauchs durchgefithrt werden. Dies ist im Folgenden schrittweise dargestellt:
Fiir jeden Messpunkt trigt man ausgehend von der Ausgleichsgerade im Abstand von ei-
ner Fehlerbalkenldnge den oberen und unteren Stiitzpunkt (blaue Kreuze) auf und gleicht
mogliche Variationen, die sich aus der Schatzung der Unsicherheiten ergeben kénnen, durch
Geraden aus (gestrichelt). Sind die Grenzgeraden bekannt, kénnen nun Geraden des maxi-
malen und minimalen Anstiegs eingepasst werden.

Schritt 1: Durchfiihren des Geradenausgleichs
Grafischer Ausgleich
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Schritt 2: Konstruktion des Unsicherheitsschlauchs

Anhand des 7. Messpunktes (z7,y7) ist exemplarisch gezeigt, dass ausgehend von der Aus-
gleichsgerade (blauer Punkt) in vertikalem Abstand von Ay; und in horizontalem Abstand
Axz ein unterer bzw. oberer Stiitzpunkt symmetrisch aufgetragen wird (blaue Kreuze). Bei
negativem Anstieg ist das Vorgehen analog.

Konstruktion des Unsicherheitsbereichs
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Dies wird nun fiir eine hinreichende Anzahl von Messpunkten durchgefiihrt (blaue Kreuze)
und im oberen sowie unteren Bereich jeweils mit einer Gerade ausgeglichen (blau gestrichelt).
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Grafischer Ausgleich und Bestimmung der Messunsicherheiten
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In dem sich ergebenden Unsicherheitsbereich sollten 95% aller Messwerte (ohne Fehlerbal-
ken) liegen. Im vorliegenden Beispiel befindet sich einer von 13 Messwerten auflerhalb. Aus
Tab. 2 ist zu entnehmen, dass dies mit einer Wahrscheinlichkeit von 35,1% statistisch moéglich
ist. Wahrscheinlicher (51,3%) wire es jedoch, wenn alle Messwerte in diesem Bereich liegen.
Eine Wiederholungsmessung des betreffenden Messpunktes sollte daher eine tendenziell klei-
nere Abweichung liefern. Ist dies nicht der Fall, handelt es sich mit hoher Wahrscheinlichkeit
um einen Ausreifler, der als solcher kenntlich gemacht werden muss und nicht in der Auswer-
tung beriicksichtigt werden darf. Die genaueren Umsténde eines solchen Ausreiflers sollten
in der Diskussion erkléart werden.

Gesamtzahl Anzahl der Messwerte auflerhalb 20
der Messwerte 0 1 2 3 4
1 0,95000 0,05000
2 0,90250 0,09500 0,00250
3 0,85738 0,13538 0,00713 0,00013
4 0,81451 0,17148 0,01354 0,00048 0,00001
5 0,77378 0,20363 0,02143 0,00113 0,00003
6 0,73509 0,23213 0,03054 0,00214 0,00008
7 0,69834 0,25728 0,04062 0,00356 0,00019
8 0,66342 0,27933 0,05146 0,00542 0,00036
9 0,63025 0,29854 0,06285 0,00772 0,00061
10 0,59874 0,31512 0,07463 0,01048 0,00096
15 0,46329 0,36576 0,13475 0,03073 0,00485
20 0,35849 0,37735 0,18868 0,05958 0,01333
30 0,21464 0,33890 0,25864 0,12705 0,04514
50 0,07694 0,20249 0,26110 0,21987 0,13598
100 0,00592 0,03116 0,08118 0,13958 0,17814

Tabelle 2: Wahrscheinlichkeiten (Binomialverteilung), dass eine bestimmte Anzahl von
Messpunkten auflerhalb von 20 liegt.
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Bestimmung der Maximal- und Minimalgeraden

In dem oben konstruierten Unsicherheitsbereich werden nun die Geraden mit maximal
und minimal moglichen Anstiegen eingepasst (blaue durchgezogene Linien). Diese Gera-
den diirfen auch iiber den Unsicherheitsbereich hinaus verldngert werden, um Absolutglied
und Anstieg der Geraden zu ermitteln.

Grafischer Ausgleich und Bestimmung der Messunsicherheiten
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Umgang mit wenigen Messwerten

Mitunter kann es auch passieren, dass nur wenige Wertepaare (< 10) verfiighar sind, die
einer deutlichen Streuung um die Ausgleichsgerade unterworfen sind (Abb. 2) und selbst
schwankende Messunsicherheiten aufweisen. Am ehesten lésst sich eine Ausgleichsgerade un-
ter Beriicksichtigung der Messunsicherheiten finden. Schwieriger gestaltet sich die Frage nach
den Messunsicherheiten der Parameter der Ausgleichgerade selbst. Die stark schwankenden
Messunsicherheiten, erlauben keinen linearen Unsicherheitsschlauch, sodass im Sinne einer
Maximalunsicherheit lediglich durch Parallelverschiebung der Bereich erfasst werden sollte,
der alle Messpunkte enthilt. Dies fithrt natiirlich zu einer Uberabschétzung der Messunsi-
cherheiten der Regressionsparameter, die zwingend hinsichtlich Inkonsistenzen zu diskutieren
ist (siehe unten).
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Abbildung 2: Durchfithrung eines grafischen Ausgleiches und der Ermittelung des Messunsi-
cherheit im Anstieg und Absolutglied (wenige Messwerte, streuende Messunsi-
cherheiten): Festlegung der Ausgleichsgerade (rot), Konstruktion des Unsicher-
heitsbereichs (gestrichelt) und Ermittlung der Maximal- und Minimalgeraden
(blau).
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4 Durchfiihrung
4.1 Versuchsaufbau

Am Versuchsplatz finden Sie eine Feder, die an einem Stativ hidngt, und einen Satz von 5
Massen (vier gleiche Schlitzgewichte und einen Haken mit Zusatzmasse) zu jeweils (50,0 +
1,0)g und einer Masse zu (25,0+0, 5)g (Herstellerangaben). Weiterhin ist davon auszugehen,
dass die Gewichte alle an derselben Maschine unter stabilen Bedingungen hergestellt wurden.
Weiterhin liegt eine Digitalstoppuhr vor mit einer systematischen Unsicherheit von +0,01 s
nach Angabe des Herstellers.

4.2 Hinweise zur Versuchsdurchfiihrung

e Bestimmen Sie fiir zehn verschiedene Massen die Periodendauer der Federschwingung
anhand von jeweils 10 Perioden.

e Schitzen Sie die statistische Unsicherheit der Zeitmessung, indem Sie fiir eine re-
préasentative Masse ca. 10 Zeitmessungen durchfiihren.

e Bestimmen Sie fiir jede Gesamtmasse die systematische Unsicherheit.

4.3 Hinweise zur grafischen Auswertung

e Fiihren Sie eine geeignete Linearisierung der Messdaten durch und stellen Sie diese
auf Millimeterpapier einschliefllich deren statistische Messunsicherheiten (Fehlerbal-
ken) grafisch dar.

e Ermitteln Sie die Ausgleichsgerade mithilfe eines durchsichtigen Lineals und bestim-
men Sie Anstieg und Absolutglied. Wéhlen Sie dafiir ein grofies Anstiegsdreieck (warum?).

e Konstruieren Sie den Unsicherheitsbereich und passen Sie die Geraden mit dem grofit-
und kleinstmoglichen Anstieg ein. Bestimmen Sie damit die Unsicherheiten von Anstieg
und Absolutglied. Beurteilen Sie unter Einbeziehung der entsprechenden Unsicherheit,
ob das ermittelte Absolutglied mit IThrer Erwartung vertréglich ist.

e Berechnen Sie aus dem Anstieg die Federkonstante und deren Unsicherheit.
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Fragen

1.

Zeigen Sie, dass dass die Ort-Zeit-Funktion (7) eine Losung der Differentialgleichung
(6) ist.

Die Messgrofien  und y stehen in folgendem exponentiellen Zusammenhang zueinan-

der: 5

Wie kann man die Parameter a und b mittels linearer Regression bestimmen?

Die MessgroBlen x und y aus Frage 1 sind mit jeweils mit einer konstanten Unsicher-
heit von Az und Ay behaftet. Bestimmen Sie Lénge der fiir die lineare Regression
notwendigen Fehlerbalken..

. Nehmen wir an, die Ausgleichsgerade sollte theoretisch durch den Koordinatenursprung

verlaufen. Die Ausgleichsrechnung Threr Messergebnisse liefert allerdings eine Gerade
mit einem von null verschiedenen Absolutglied. Wie interpretieren Sie dieses Resultat?

Sie planen die Aufnahme einer Messreihe. Wie erhalten Sie moglichst geringe Unsi-
cherheiten der Regressionsparameter?

Die Unsicherheiten der Messpunkte sind fiir jeden Messpunkt gleich und die Streuung
der Messpunkte um die Ausgleichsgerade ist gering. Wie bestimmen Sie in diesem Fall
die Unsicherheiten fiir Anstieg und Absolutglied?

Bei einer Messreihe von 17 Messwertepaaren liegen zwei Messwerte aulerhalb des 20-
Bereichs. Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um eine rein statistische Ab-
weichung?
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