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46 25. Gew. Differentialgleichungen héherer Ordnung

25.3. Man zeige, daB die folgenden Differentialgleichungen die Struktur y"'=f(»y") be-
sitzen. Man stelle jeweils fiir p =y’ als Funktion von y, also fur p = p(y), eine Differen-
tialgleichung auf, 16se sie und bestimme danach y = y(x).

a) w'=y? b) w"=20"7,

o y=w, y0)=y0)=1, d) y"=e%', y0)=0, »'©0)=2,

e) y’'=y(1+tan’y), y(0)=n/4, y'(0)=1,

f) *=x(1+Inx), x(0)=x0)=e,

g)* mi+ kx|x|+ex=0,(k>0,c>0), x(0)=x,>0, x(0) = 0 (freie Schwingung,
Dimpfung durch Newtonsche Reibung). Dgl. fiir p = p(x) (p = x) in der Gestalt pdp
+ g(x,p)dx = 0 schreiben und zunichst einen integrierenden Faktor u = u(x) be-

stimmen. Endergebnis in der Gestalt 1 = _f f(x)dx angeben.

25.4. Gegeben ist das Funktionensystem (¥;(x),...,5a(x)): ) x, x% I 1,e*,e7*; II)

e*, cosh x, sinh x; 1IV) J;,l -x; V) x,x+1,x+2; VI) x"'sin x,x ‘cosx; VID) x,|x|;

VIII) y, = x? fiir x <0, y, =0 fiir x 20, y, =0 fiir x=0,y,=x2fiir x=0.

a) Man bestimme jeweils den gemeinsamen groBtmoglichen Definitionsbereich,

b) man bilde die Wronskische Determinante,

¢) man bilde fiir die Funktion y(x) = y,.1(x) die Differentialgleichung det (y'(x))
=0k=1,...,n+ 1;9=0,...,1),

d) man folgere — falls moglich — aus b) und c) oder beweise direkt die lineare Unabhin-

gigkeit bzw. Abhingigkeit des Funktionensystems beziiglich des Definitionsbereiches
aus a).

25.5. Wie lautet die allgemeine Losung der folgenden linearen homogenen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten?

a) y'+2y'-3y=0, b) y"'—y"=2y'=0,

c) 2" +3y'+3y=0, d) y"+y=0,

e) x®—Tx—6x=0, f) y"+4y’'+8y=0,

g) X+2x+10x=0, h) y®+8y" +16y=0,

i) " =3y"+3y' —y=0, D) y@—3y"—2y"+2y' +12y=0.

25.6. Man lose die folgenden Anfangswertaufgaben:

a) y'+2y'+y=0, y(©0)=3, y'0)=0,

b) 4y" +y=0, y(0=0, 2y(0)=1,

25.6. bedefg) | ¢) z” +4z'+292=0, z(0)=0, z'(0)=15,

d) 4y +12y"+9'=0, y@=y'0)=1, y"(0)=-3,

e) y"—3y"+4y=0, y(0)=0, y'©0) =4, y'0)=7,

) mi+ki+tex=0, x(0)=x, x(0)=0, Zahlenwerte: m= 50g, &k =0,5Ns/m,
¢=0,45N/m, xo=2cm, (N =kgms™?). Nach welcher Zeit T ist der Ausschlag x(1)
auf (1/100) mm zuriickgegangen?

g) Wie f), jedoch k= (1/6)Ns/m. Fiir welches (moglichst kleine) T gilt |x(#)|
< (1/100) mm fiir alle ¢ mit t = T?

25.6. a)
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25.7. Man l6se die folgenden linearen inhomogenen Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten:
25.7.b)
25.71a) | a) y"+4y'—5y=2x, b) ¥ =y =0,
) y®+dy"=x(1-x?, d) y—2y+2y=12t, 25.7.d)
B5.7.0c) e y"-=Ty"+6y' =cosx, f) y”+2y"+y =2sinx,
g) y+9 =cos(31), h) r®+2r" +r=cosg, 25:7a1g)
25.7.e) ) y®+2y" + 59" + 8y’ + 4y = cos (2x),
j)  ¥y—y—6y=4cosh(2r), 25.7. hj)
k) y”—4y’+13y=e>sin(3x),
) y"—2y'—8y=4+3e"*—18xe ?*+ 20sin(2x),
m)* y” —4y=(x*+1)cosx, 25.7. iklmn)
n)* y"+2y'+y=cos’x-sinx.

25.8. Man lose die folgenden Anfangswertaufgaben:

16" +8y"+y=-80, y0) =1, y'(0)=0,

Yi+2y'+5y=5x+2, y0)=0, y'©0)=1,

Y —4y" =3y + 18y =8e™— 54x2+ 63, »(0)=10, Y'(0)=0, y"(©0)=5,
y'+dy'=4x—-8, y@/2)=[1/8)n? y@/2)=n/2, y'"(n/2)=0,

mx+ kx=F(t),m>0,k>0, x(0)=0, %x(0) =0 (erzwungene Schwingung), wobei )
F=const=F,;B) F=at(a>0);y) F= Fyexp(—eat), >0,

(my+ m)y+ ky+ ey =(m, + my)g + Zeos(wt), c=3EJ/I?, k>0, Z=m,rw?,
¥(0)=0, y(0) =0 [Auf dem Balken von 25.1. g) wird die Kraft F im Schwerefeld
durch einen Motor mit der Masse m; und von einer Punktmasse m, erzeugt, die sich
auf der Motorschwungscheibe im Abstand r von der Achse befindet. Der Rotor des
Motors dreht sich mit der Kreisfrequenz w. Die Durchbiegung y(f) an der Stelle
x = [ fiihrt erzwungene Schwingungen aus, wobei der Balken wie eine (masselose)
Feder mit der Federkonstanten ¢ (sieche Ergebnis von 25.1. g}) wirkt, und die Rei-
bungskraft ky und die Zentrifugalkraft Z vorliegen.] Zahlenwerte:

I=1m, EJ=6,5-10'Nm? m,=12kg, my=(1/2)kg, r=30cm, g=981ms?
k =156,125 Ns/m, @ = 2rtn mit n = 3 600 Umdrehungen pro Minute.
mxi+cx=g(x,x)(c>0,R>0), wobei g(x,%)=—R(¥|x]) fir —®o<x<+mo,
X#*0; glx,x)=cx fir |x|=(R/c), x=0; g(x,x)=0 fir |x|>(R/c), x=0;
x(0) = xo> (R/c), x(0) = 0 (freie Schwingung, Ddmpfung durch Coulombsche Rei-
bung).

25.9. Welchen Ansatz macht man jeweils fiir eine partikuldre Losung von

y@ —p" + 3" + 5y’ = g(x), wobei g(x) gleich ist o) 2x% + 3x; B) 2e7;
Y) (4x — 5)e™*; 8) 3x cos (2x); €) e*sin x; {) e*(4sin (2x)—3 cos (2x));

n) 4x e*cos (2x); 9) 2 + cosh x; 1) sinh? x,

y" +4y” + 13y’ = g(x), wobei g(x) gleich ist o) 36—x e**; B) e **cos (3x);
y) 2sinh (2x) - sin (3x); 8) {e* + e**}*cos (3x) — ',

x®+ % +4x + 4x = g(1), wobei g(r) gleich ist o) 2e"; B) e 'cos (21);

y) e' + cos (22); ©) sin (21),

”r

»"+y" =5y’ +3y=g(x), wobei g(x) gleich ist &) x?exp (-3x); p) 2e*; y) —4xe”,
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.zu 13sen. Die unabhiingige Variable der Losungsfunktion wird stets als positiv vorausge-

25.10. a)
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e Y ay®=g(x),v=0]1,..,6, a reell, wobei Y ay}’'= 0 die Losung !
y» = x2exp (2x) cos (3x) besitzt und g(x) gleich ist o) exp (2x) sin (3x); f
B) exp (2x) + sin (3x); y) x exp (2x) cos x; ) x?exp (2x) cos (3x);
€) cos (3x) + sin (2x).

25.10. Die folgenden Eulerschen Differentialgleichungen und Anfangswertaufgaben sind

setzt.

a) x%y” —3xy'+4y=2x, b) xy" —xy"+y =3x%,
) dxiy’ —xy'+y=x*+Inx, d) xy@+3xH"-T0"+8 =0,
e) x¥y"+5x0 +3y=0, y)=yD)=1,
) xy"+x'—y=2x, y)=y'1)=2, 25.10. bedefg)
g Bx—-tx+x=Int.

25.11. Mittels der Methode der Variation der Konstanten l6se man:

a) y"'—4y +4y=9xe”Inx, b) y'+2'+y=-ex2,

c) y'+y=2cosx), |x|<n/2, d y'+3y+2y=Q1+e5"

e) y"—2y'+S5y=e*{cos(2x)} 3 f)  x%"-2xy'+2y=x’cosx,

g xy'+2y =sinx, h) y” -6y’ +9y=x709x*+6x+2),
i) x¥"+4xy’'+2y=cosx, j)* %—4x+4x=9te¥Int,

K)* mi+kx=F(),n>0,k>0,x(0)= %(0) = 0 (erzwungene Schwingung), wobei
) F(t)=F fir0stsT, F()=0furt>T,
B) F(t)= (Fy/T)t fur 0=t=T, Fit)=F,furt>T,
y) F(t) = (Fy/T)t fur 0st=T, F(t)=0furt>T.

25.12. Man lose die folgenden Randwertaufgaben:

a) y'+my=0 mit o y©0)=0, y3/4)=0; PpyO=1, y1)=0;
 Yy@O=0, y(1)=0, :
b) Ew" + Fw' =0, w(0)=0, w(0) =0, EMw"(0) — Fw(l) = Fa (Druckkraft F >0, kon-

stante Biegesteifigkeit EJ, Einspannung an der Stelle x = 0, auBermittiger Angriff

25.12.b) | von F an der Stelle x = [; Angriffshebellinge a). Fiir welches a liegt eine Eigenwert-

aufgabe vor (Bild 25.3)?
¢) Elw®+ Fw" = gysin (rx/I) + g;sin Qnx/1), w(0) = w”(0) = w(l) = w"(l) = 0 (beider-

25.12. )

seits gelenkig gelagerter Druckstab mit spezieller Querbelastung, Bild 25.4).
qsin (rrx/l)

4 _ AT T

q,sin (2rex/l)
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F F

Bild 25.3 i o 4 . Lpesty
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Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen

(Bd.7/1, 4.) . |

26.1

a)
c)
d)

ey

. Man bestimme die allgemeine L&sung der linearen homogenen Differentialglei-
chungssysteme:

Xx—=2x—8y=0, y—3x+8y=0, b) x=-5x+3y, y=-15x+T7y, 26.1.b)

x—2x=0, y—2x—y+2z=0, Z+x—2z=0,
i+t n =5, =0, 23 +2y1+ 5"+ 11, =0, 26.1. cd)

£l
yo=—(B) Y {G(x,x)m$} (u=1,2,3) mit der Greenschen Funktion G(x,X)
¥=1

aus 25.13.bp) und x,=w»(l/4), (»=1,2,3). Zahlenwerte: m;=m;=10kg, m,
=21kg, EJ=6,4-10*Nm?, [ =3 m. Es ist zweckmiiBig, bei der Bestimmung von 1
und d des Ansatzes y = dexp (At) zunichst A=4-2-768 EJI~® und d = Md zu be-
stimmen, wobei die Elemente der quadratischen Matrix M in der Hauptdiagonale
gleich m, bzw. m, bzw. m, und auBerhalb der Hauptdiagonale gleich null sind. Eine
Losung fiir 4 ist gleich —6 kg. [Beiderseits gelenkig gelagerter (masseloser) Balken
mit der konstanten Biegesteifigkeit EJ, der an den Stellen x, Punktmassen m, trigt,
die jeweils nach dem Weg-Zeit-Gesetz y,(t) freie gekoppelte Schwingungen ausfiih-
ren.]

26.2. Man bestimme die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differentialglei-
chungssysteme:

a) yityi=yitntl, yi—y»=Tn—yn,

b) x=y, y=x+e'+e !,

¢) —5yi=35y+6y,+9sin(2x), 3y,=5y, +3y,—15xe*,

26.2.

26.2.

d) L;Ii =+ M.liz + Ril;=U, .Mfi + L‘Zfi + R, ,=0, U=asin(wt), Lng_ M*>0 (TI'BIIS‘
formator, d.h. elektrisches Netzwerk, das aus zwei induktiv gekoppelten Schwingungs-

kreisen besteht). In der Ergebnisformel sind einerseits alle additiven Glieder wegzulas-
sen, die fiir £— c nach null streben, andererseits ist zum idealen Transformator
iiberzugehen, d.h. M?>=L,L, — ¢ zu setzen und die Grenziiberginge ¢— +0 und
R,— +0 vorzunehmen. Welche Folgerung ergibt sich schlieBlich fiir die Amplitude
der Spannung U, = R,I; am Widerstand R, (Bild 26.1)?
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Bild 26.1 Bild 26.2
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